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О сходимости почти всюду рндов по базисам 
пространства 1Р |0, 1|
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§1. Введение. В 1927 г. А. Н. Колмогоровым в работе (11 без до 
касательства была сформулирована следующая

Теорема. Существует функция /(х) /., |0. 2"|, ряд Фурье
которой 

. «л cos пх b„ sin пх (Н

после некоторой перестановки членов расходится почти всюду на ! 
отрезке |0. 2-|.

В 1960 г. появилась работа 3. Загорского (2), содержащая схему до- I 
казательства этой теоремы Отправляясь от метода Загорского. П Л 
Ульянов ( । распространил эту теорему на ряды по системам Хаара и 
Уолша. Исходя и . указанного результата, П. Л. Ульянов (3) и А. М. 
Олевский (4) доказали, что аналогичная теорема верна для любых пол- I 
ных ортонормированных систем и даже, как показал И. Л. Ульянов (3). ; 
для любых базисов пространства |0. 1|. Теорема II. Л. Ульянова! 
формулируется следующим образом. I

Георема Ульянова. Пусть {/„(х)} базис пространства] 
|0. 1! Существует функция /(л) ֊/_։ |0, 1|, разложение котс-1 

рой по оазису I
I' * С * 4

У. ая/л(х) (2)1
л-0

после некоторой пере*. тановки членов неограниченно расходите* 
почти всюду на |0. 1|. |

Оказывается, что эта теорема И. Л. Ульянова верна для любым 
базисов пространства £Р (О, 1], р > 1. А именно, в настоящей заметке 
доказывается Ч

Гео рем а 1. Пусть {/^(х)}—базис пространства ГР |0» Н |
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^>1. Существует функция 1Г |<1. ||. ра сложение которой 
но базису

ЛМ1 
п- о

(3)

после некоторой перестановки членов неограниченно расходами я 
почти всюду на |О, 1|.

В доказательстве теоремы I используется конструкция работы 
Олевского, но при этом приходится применять метод, отличный от мето- 
юн П. Л. Ульянова и А. М. Олевского, использованных ими при тока и; 
тельстве соответствующих теорем для полных ортонормированных си­
стем и для базисов пространства £. |0, 1|.

Кроме того, указанным методом доказывается также следующая

Теорема 2. Пусть последовательность нормированных 
функций \}п (х); из 1~р |0, 11. р'^> 1 слабо сходится к нулю в / р |(>, 1|. 
тогда можно выделить подпоследовательность !/Я1(х|'( такую, 

что если ряд

*-1
(4»

сходится в метрике 1.р |(), 1|, то он сходится и почти в юлу на 
|0. 1|.

Отметим, что теорема 2 является обобщением теоремы Д. Е. АТнь 
тона (5) о том, что из всякой последовательности ортонормировании\ 
функций можно выделить подпоследовательность сходимости. Волге 
того, учитывая, что последовательность функций {/„(х)}, образую­
щих нормированный базис в пространстве ёр |0, 1|. р^: I. слабо схо­
дится к нулю в Ьр [0. 1| (это следует из (®1 теоремы 6.2.5). из тео­
ремы 2 вытекает

Следствие. Если {/„(х)} — нормированный базис в 1.Р |0. 1|.р 1. 
то из любой подпоследовательности {/„ (х)| можно выбрать по ни - 

следоватсльность {/„ (х)} такую, что если ряд

(5)
/-1

сходится в метрике Ь,, (0, 1|. то он сходится и почти всюду на |0. 1|.
§2. Доказательство теоремы I. Прежде всего напом­

ним определение системы Хяара. Положим

7.։“,(х)=1, при х£ |0, 1| (6)

далее, для каждого т = 0, 1, 2, ••• ,
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2к 2 2к 1
при

при
2* 1
9«+1 ’

2£
2'п+|

(7)

0. н остальных точках.

- к 2՞.

2 2

где дли каждого <// индекс к пробегает значения к= I, 2. ••• , 2<л.
роз {X, (л)}. // = (). I. 2. • • • ; обозначим систему Хаара, упорядочен- 

в порядке

/о(л). /п* (л), •••, ••• . (8)

В дальнейшем мы будем применять также некоторый класс орто- 
нор.мированны.х систем, построение которых аналогично построению си­
стемы Хаара. но при этом отрезок [0.1] делится не на интервалы равной 
длины, а на произвольные множества равной меры

Для построения <ти\ ортонормированных систем определим систе­

му множеств |£՛/" . Е*'. £'^’|, т = 0. 1, 2, •••; 1 < к < 2՞1 следу­
ющим образом ’ . *•£ 15

Положим ՝ ДЙЙМ
£о'=|О, 1| (9)

Разделим £՛,’ на два множества Е^‘ равной меры

= (10)

Если уже определены множества

р 1 1 р ։ I) р (I>
О • ' ’ ’ * ।. Ет—\. • ^-1 £^-1 (11)

то множества

ГТ1’. гТ". еТ. 1 . 2"1՜1 (12)

определяются следующим образом 1

” 0 Е^֊1' - " =р£(։4 '’. ։> Л £^’։>=0
и = £4**>. -Е^ = л Е™ = 0 (13>

Положим

?о'(х) = 1. при л Е‘“’, (14)
я для каждого /л=(\ 1. 9 ... Ц*ЙИ|

(Д I =
I 2т . при X Е(^

к 2т . при х £ Е -п 
0. в остальных точках,

(15)



где для всякого т. 
!? (х)}, 7/=0, I. 2, • 
ложенную в порядке

* принимает значения Л= I, 2, • • • , 2" Через 
• , обозначим систему 'Ф<<>> (х), >•)(х)).’ ряспо-

?7(х), , фО)(л). .... ^(х), ••• (16)
Систему {?„(-*)} назовем обобщенной системой Хаара

Iеорема 1 доказывается при помощи следующих двух лемм.
Лемма 1. Для любой обобщенной системы Хаара !рг (х){ 

существует ряд

2 а"?п (*)• 
п-0

(17)

который после некоторой перестановки членов неограниченно рас­
ходится почти всюду и

т
2 Фл (•*)!< 1 < при х £ Е, пЕ= 1, т = 0. 1. 2. • (18)
л-0

.'1 е м м а 2 Пусть заданы функции ф0 (х). о։ (х). - • ■ . ։[я (х). 
принадлежащие пространству |<7|, </>1. |16>0, тогда для лю­
бого £^>0 можно указать множества О, // О։ и функцию 1»(х). 
такие, что

11 6\ + (7. = 6, П 6։ = 0.

2) 1*01 = (1б։,

х3) (19)

*=0. 1. 2. ••• . и.
ГЛ г

И >(х)=
7=՜. ПРИ

V
С։

(20)
х

при

ных

был

Аналог леммы 1, в том частном случае, 
систем Хаара {?„(х)} берется обычная 

когда вместо обобщен - 
система Хаара {Х„ (х)}.

доказан Олевским (см. (*), лемма 2). Доказательство же .тем­
чы 1 опирается на указанную лемм) Олевского. Оказывается, что 
если ряд

5! а„’4(х) (21)
п 0

ни системе Хаара обладает тем свойством, что его частные суммы 
ограничены и он расходится почти всюду после некоторой переста­
новки членов, то ряд (17) с теми же коэффициентами также оола- 
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i:h՝t этими свонетвямн. При этом ряд (17) расходится после той же 
перестановки. что и ряд (21>

. |емма 2 (оказывается очень просто. Положим Р(д) =u |0. Л|
д- G и рассмотрим функции •’

(22)

где [г и։; - система Радемахера. {ря(л)' будет ограниченной орто- 
нормированной системой на множестве G и поэтому . "՝

Um I Г (х)ря (г)</л = О

G
(231

(ля любою / (л) L Возьмем т настолько большим, чтобы

| (Л'^Л՜ <г. * =<>. 1. 2. ••• . И

G
(24)

Из (22) непосредственно видно, что множество О можно разде­
лить на (на множества О', и О, ранной меры так. чтобы функция

' 1 "■ ’
I ро

1
I ЙО*

при х £ G, 

при х £ G
(24)

почти нею (у на о՜ совпадала с р„ (л). Эта функции -Ь (х) будет удов-

Гсперь прнст ним (оказа гельству теоремы 1. Пусть {|ж(х)} 

сопряженная к базисе !/л(л)! система в |0, 1|, где — — = 1.
? Ч

Обозначим через о’0'. / 0. 1. 2. ••• . коэффициенты разложения
функции ?0(л) = 1. л- ч- |0, )| Ж1 базису (/Дх)}. Имеем

I п
"'.0|= ( (.г)?в(хНх. (25)

•I з С о I ’ I

Возьмем число //j настолько большим, чтобы имело место нера­
венство

•։-1
1 <1, "(, = <’■ (26)

1редположнм, что \ же определены числа О =
и ф нщии |р0(л).га(д|, представляющие первые к 1 фуикинй 
некоторой обобщенной системы Хаара так, что Й ( 

2С.К



л|л/,(х) ?/(x) (27)
Lz,|0.11

Легко заметить, что в силу леммы 2 можно определить с (л) 
таким образом, чтобы функции ?0(х), <Мд). •••, ?>(х). 1 (д) пред-
П'авляли первые к 2 функции некоторой обобщенной системы Ха- 
аро и чтобы имели место неравенство

У ՛>/,(*) 

/-л.
(2*)

а'*’ п =
1
С м*)

о

После этого выберем nk 2 '^'in 1 так, чтобы
' "*+а՜1 fl

У «'* < 9' -

II /р|0. II
(29)

Таким образом определяются обобщенная систем.। Хадра}? (л>; 
и натуральные числа 0 =/։0<я։< •••</։*<Г . ыя . отор ։х исил\ 
(26) — (29) имеем

л*+ । ~։
У а\к'/, (л) —? (л) < (39)

I Мяо /-pio.il

1.1Я любого к = 0. 1. 2. • • • , ,
Пусть ряд

V ак ?Дл) (31)
* о

по построенной нами обобщенной системе Хаара )донлетноряет усло- 
нш.м леммы 1. Непосредственно видно, что этот ряд сходится в мет­
рик։! Ар |0, 1|. р^>\- Очевидно, можно считать, что </» <1. 
к =0, 1, 2, • • • , и следовательно

а/՛/, (д) «*?й(х) (.32)
/ лы- и

Рассмотрим теперь

ti\k}f, (л)
»-и

(33)
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Прежде всего заметим, что этот ряд сходится в метрике ЛА|0. 1| 
В гамом деле, положим |

5>(։) V а, V «<•»/, (ж). 7 = 0.1, 2. •••, (Дц 
>~0

Тогда для любых р' и /, <Г’>Р в силу (32) имеем

(х) — 5Р (х)
ipP.il 1

ч' **+։-•
V а, V й’“/։(х) 

»_р-,1 4р|0. 1(

а» а‘*»/,(х) — «»г.(х) (351

?.(х)
1»|о. И

Г а*®#(х) 

р и м”1

Из полученного неравенства (35) и из того, что ряд (31) схо- 
։ится н метрике /г |0. 1], следует, что 5^ (х) — 5р-(х)!^|о. п стре­
мится к нулю, когда р' и д' стремятся к оо. И. следовательно, рас­
крытый ряд (33) по внутренней сумме является разложением по ба­
зису / (х) некоторой функции /’(х) из Ьр |0, 1|. Для доказательства 
теоремы 1 достаточно проверить, что ряд (33) неограниченно расхо­
дится после некоторой перестановки его членов. Покажем, что раз­
ность рядов (31) и (33) абсолютно сходится почти всюду. Это выте­
кает из того, что в силу неравенства (32) имеем

Ч+1֊1 я • I
\ ( а‘ а!*‘/,(•*) ~ «»?*(*) 

*-0 0 I ^лк

а{*7։(х) --а*^(х)
»

(36)
tplO.ll4-0 2

4
Отсюда, так как ряд (31) неограниченно расходится почти всюду после 
некоторой перестановки членов, ясно, что ряд (33) тоже неограниченно 
расходится почти всюду после той же перестановки членов, что и 
ряд (31).

Таким образом, теорема I доказана.
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

V хи.гт’р’зпьъзиъ
/ р|О.1Ь вшгшда.^шб Гш«||||>Г>Ьг«.Ц еи.гГЬгЬ Чп* «|акГ|»ввк рриб аГиифГ.

М.|>М 1. |Г„(хЛ /._ |0.1|.
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un »•/—/(л)€-£₽|0,1| .r> V ая/я(х) jbr
л-0 

e*~ r-чУ'’У i-rrk *г*: р)Я. v>, са» Cwj«r/M,

HLnpLtf 2. bpi {/й(х)| р**н чп* j < /.p |<). I|«“,« -т» \ГшЪ^9

♦*fA/A < — |/я>(*)) wyVuybw, «/* «/6Ъ tffi \ (t)
a — 1

[ ? |0. l|-*։^ f*1 jmJ fcfM w/Oliai. pL p jnt itpl

Л HTEPATypA-^eUhUbObfrSO b Ъ

1 А Колмогоров. Д. Меньшов, Sur Ij convergence des series de fonctions ortho 
gon.tles, Math. Zeltschr. 26 (1927). 432— 441 J 3. Загорский, Une serie Fourier pcrmu- 
tee d'une Soncllon de clause l.: diveigenie presque partout, Compt. Rend. Agad, Sei., 
251 (196U). 501-503. ’ /7 Л. Ульянов, Успехи матем. наук. ХЧ, Jt 3 <1961). 61-142- 
♦ Л Af Олсвский, Илвсстия АН СССР, серия магем. т. 27 (1963), 343 -366. 1 Д. Е. 
.Меньшов, Sur la convergence et la sommailon das series de foncnons orihngonale-. Bull
Soc. math. France, €4 (I93t), 147 170. 1 С Кичмаж. Г Штейгиуз. Теория optoro
иальных рядов. М., IS58


