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Об одном методе исследования спектра возмущений 
самосопряженных дифференциальных операторов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. И. Тжрбашяном 27 V 1965)
Заметка посвящена исследованию спектра несамосопряженного 

возмущения 7'=.4 4֊5г самосопряженного дифференциального опера­
тора .4. где 5—оператор умножения на комплекснозначную функцию 
। (л) В случаях, когда Д есть дифференциальный оператор нечет-

с/2я+։
кого порядка .4 = ( — 1)"։ —=—г- в л.5(—ое, ос) или полигзрмониче- 

дх՜
скип оператор Д = (—Д)* в Дг (£п) (где Е„ — л-мерное эвклидово 
пространство, п -3 нечетно и 2£>л). основной результат нашего ис­
следования состоит в том, что если у (х) экспоненциально убывает 
на бесконечности, то множество собственных значений возмущенного 
оператора 7՜ (с учетом и тех. которые лежат на спектре невозмущен­
ного оператора .4) может быть лишь конечным. Это утверждение по­
лучено путем применения некоторых предложений, верных в произ­
вольных гильбертовых пространствах и составляющих содержание 
теоремы Л и лемм 1- -5, и хорошо иллюстрирует возможности пред­
лагаемого в заметке общего метода, основанного на этих предложениях

Перейдем к изложении» упомянутых выше лемм. Условимся всю- 
՝. ниже понимать под .4 самосопряженный оператор, определенный 
на плотном многообразии Од । нльбертового пространства Н, а иод 
Т — замкнутый оператор, определенный формулой 7 .4 4- 5՜ (Ог = Оз).
где 5 — ограниченный (несамосопряженный) оператор. Через А* будет 
обозначаться резольвента оператора Я. Первые две из приводимых 
ниже лемм доказаны, по существу, в работе автора 11). хотя и явно 
не сформулированы, и поэтому мы доказательства опускаем.

Лемма 1. Если % принадлежит непрерывному спектру опера- 
тора Д и для некоторой последовательности операторы
■^..5 существуют и вполне непрерывны, то >0 точка спектра 
оператора Т.

Л е м м а 2. Если не принадлежит спектру оператора 4 и 
оператор ЗИ 3 вполне непрерывен, то са — или собственное значе­
ние, или регулярная точка оператора Т.



Чтобы сформулировать следующую лемму, обозначим через Л (, , 
оператор, действующий в банаховом пространстве В, определенный и 
некоторой окрестности точки Х = ХЭ комплексной плоскости, за исклю­
чением, быть может, самой точки Х = Х0, и допускающий представ­
ление 

(1)

где Я (А =1. 2,-г), К (X) — ограниченный оператор, аналити* 
чески зависящий ог X в окрестности точки X = л0, а Ф* (., X) — анали­
тические функционалы в этой окрестности, т. е. для любого ограни­
ченного и аналитического в окрестности точки X = оператора А1'^) 
и любого функция Ф*(/?(Х)<р, Х> аналитична в окрестности тЬч- 
кн Х = Х0. При этом мы называем оператор R (X) аналитическим в ок­
рестности точки > — %, если для любого функционала /£ В: и эле­
мента <?■ В функция /(/?(')?) аналитична в указанной окрестности. 
Легко доказывается следующая лемма.

Лемма 3. Пусть в некоторой окрестности и точки ь=.^ 
имеет место представление (О и пусть радиус Фредгольма опера­
тора К больше единицы. Тогда или Хф не является предельной 
точкой собственных шачений оператора А (к), или существует 
окрестность точки Хо, целиком состоящая из собственных зна-

Лемма 4. Пусть не принадлежит спектру оператора Л 
и пусть оператор $/? 5 вполне непрерывен для всех X из односвяз­
ной области, содержащей точку Хо, а также точки вида г = о-|-й 
со сколь угодно большими вещественными ~. Тогда Хо не может 
быть предельной точкой собственных значений оператора Т.

В самом деле, пусть X — собственное значение оператора Т. Тог­
да существует такое г՛, |Ф'!>0, что V 4֊ /?д53т>=0. Но в таком слу­
чае, как легко видеть и уравнение ф4֊£/??5э=0 имеет нетривиаль­
ное решение. Итак, достаточно показать, что собственные значения 
уравнения ф —£/?. £? «О не могут сгущаться к Хо, а это следует из 
леммы 3, ибо Нт + н1| =0. • ■ 1

Лемма 5. Пусть вне спектра оператора .4 оператор 
вполне непрерывен и пусть некоторая окрестность точки >0 (за 
исключением, быть может, самой точки ь0) не содержит соб­
ственных значений оператора Д Пусть голоморфные функции 

и и՝2($) определены соответственно в областях СхиО2 ком­
плексной плоскости и отображают их на некоторые окрестности 
их и П7 точки л0. Пусть, далее, подобласти О* с и вг с. О, 
отображаются этими функциями однолистно на части О։ с Их и 
О։ с 6, окрестностей 1\ и и„, отсекаемые соответственно верх­
ней и нижней полуплоскостями Пусть, кроме того, для всех 
и определены операторы Ф( и ՝У,, допускающие представ­
ление
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ф/ = 2 
fen-։

Ф* (•. О <р> 

('-'о)՞*

։р _ v чг/(՛, $) 

П (S — So)"/

(2)

(3)

где ?л> Фт ՛ wi (to) — (So) — *o , s0^G3 ), а линейные функ­
ционалы Ф* (•,() и ՝։՛((•, s), равно каки линейные вполне непрерыв­
ные операторы Kt и /Ил, аналитически зависят от t и s соответ­
ственно в Gx и Gv Если <P, = SRWlU)S (t£G{), V, =S/?a.,(։)S(s( G2 ), 
то точка л0 не является предельной точкой собственных значений 
(включая и лежащие на спектре оператора Д) оператора Т

В самом деле, согласно лемме 3, оператор (Е -f- Ф,)՜1 U£O\) 
существует для всех t^Gt, за исключением, быть может, конечного 
числа изолированных точек, ибо Hm |/?e+lt|=0. Поэтому точка 

т ֊• «*
*o=w'i ('о) не может быть предельной точкой невещественных соб­
ственных значений оператора Т, лежащих в верхней полуплоскости, 
ибо каждое такое собственное значение X, попадающее в О։, представ­
ляется в виде X = a/j(/), t^G\, и если у — соответствующий соб­
ственный элемент, то легко видеть, что ? = Sv+Q и ? + SRa.,«, S<p=O, 
г е. оператор Е 4- SR9l(n S не обратим для бесчисленного множества 
значений t из <?*, вопреки тождеству Ф, = SR«.,(/> S. Точно так же 
убеждаемся, привлекая к рассмотрению оператор Ч\,что Хоне может 
быть предельной точкой невещественных собственных значений опе­
ратора Т, лежащих в нижней полуплоскости. Наконец, чтобы убедить­
ся в том, что Хо не может оказаться предельной точкой веществен­
ных собственных значений оператора Т (лежащих на спектре опера­
тора Л), достаточно, очевидно, показать, что если К* принадлежит не­
прерывному спектру оператора Д и является собственным значением 
оператора Г, то

Игл (£ Д- SR^+i- S)i/ = 0(Imt=0) (4)

при некоторо.ч у^Н. у^О, после чего останется лишь повторить вы­
шеприведенные выкладки. Но это предельное равенство является 
следствием следующего более общего предложения, установленного 
о работе автора |*|: если л0 является точкой непрерывного спектра 
некоторого самосопряженного оператора А в гильбертовом простран­
стве Н и если уравнение Аи — /.0« = / разрешимо, то « = + н/т -♦ 0
(1т-: = 0).

Приведем следующую теорему, на которую будем опираться нн- 
*е и доказательство которой дано в работе автора [’] При этом за­
метим, что точку Хо мы называем, следуя Данфорду, точкой непре­
рывного спектра несамосопряженного оператора Г, если *0 не являет­
ся собственным значением этого оператора и многообразие (Г — 
"'йЕ) От плотно в Н и незамкнуто.
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Теорема А. Пусть А и — замкн угпые линейные операторы
вообще говоря, несамосопряженные и неограниченные) с плотны
ни областями определения в гильбертовом пространстве Н, а
ограниченный линейный оператор ; несамосопря.* енный}, 
!^с1Ь Тогда-. ’ ’Л Н

I) если являете я регулярной точкой оператора А и

причем

где R ре «зльвента оператора I, то оператор '! =■ А и\ замк 
нут и является

2) если точна 
ным значение я и

его регулярной точкой-, 
спектра /ч> оператора А не является собствен- 
если существует такая последовательность

/ п — /•(,. что
«чр ЦО-» — R• „ < х.

1ИП1П/1 I R П1’\՝~
(6)
(7

то оператор Г = Д (I замкнут и /ч) принадлежит его спектру, 
нс являясь собственным значением;

•О если (.4 4 П\'Г =Д* (С \ ) и выполнены условия (6՜ и (7/ 
то точка >„ непрерывного спектра оператора А остается точкой 
непрерывного спектра оператора Т = А Д- 6’1/. ,ЗУМч|

Переходя к приложениям, рассмотрим оператор Т = А 4-5* в 
Л. (—ос, ос), где А дифференциальный оператор нечетного порядка

А
(р՞ ■ _____

IV ' . а 5 оператор \ множения на I </(х) , где </(х)
<1х՜

комплекс позначная функция и при некотором гс>0 удовлетворяет ус 
ловию

Се ’ (— ос< х < ос). (8)
I ео рема I. Собственные значения оператора Т =А—82(вклю­

чая и вещественные), гое 8—оператор умножения на комплекс- 
позначную функцию । д(х . удовлетворяющую условию (9), яогут 
образовать гишь конечное множен тво, причем вне круга радиуса

у (х! дх
2л 1

|9|

/.ооственных точении нет и все остальные точки вещественной 
оси принадлежат непрерывному спектру оператора Т.

Булем считать Ьп - 0 и положим •- Г"

да ядро К IX у, >) резольвенты R оператора 
форме

. Тог-

. . 2А«
" Э-՜.

(-2п֊С-\)^ г е ' -V V -О
’ ' Г- 0

. и О’ Г2г • I > = 
ы V ‘ (г-»

(2л I) Т՜'1 е е ■ . х - у О.
26»> ՛ ° И



Считая х у произвольного знака, положим

Легко видеть, что это — целая функция по ( 
Положим, наконец.

/ 2'- »Л П • * А 1 1
*Г (Г, х-у) = —— ..У <- ’

(2՞ +1 > '։ £> I

ал-1 ‘Г1
21^ ’ '(х-у)к

-2------------ --
/>! ’

Ясно, что и 4՜ (/, л у)—целая функция. Если далее, обозначить ч< •
рез / (X) функцию, равную 1 

< 1ьных л. то. очевидно,
при положительных л и <1 при отрипа-

2г (р ♦ 1)

______ 2г.1 " е -

(27+1)^ ^ ֊ Р] У>1₽

4֊։Г (Г, л у) / (у х) Ф (Л х у).

Теперь из леммы 5 немедленно следует, что а —0 не можс г быть 
предельной точкой собственных значений \ оператора Т, для кото­
рых 1тл*Х) (точно так же можно рассмотреть случай, когда 1т >■ 0։ 
Все остальные утверждения теоремы вытекают уже из форм>лы (10). 
■ ели воспользоваться леммами 1. 2 и 4. Наконец, из теоремы А еле- 
чет. что вне круга радиуса (9) нет собственных значений оператора 
Т. ибо очевидно, что

— «г

Перейдем, наконец, к изучению спектра несамосопряженных воз 
мущеннй оператора

Л = (- АН (11)

к где Л — оператор Лапласа, Еп эвклидово пространство не­
четной размерности п 3, к — целое положительное число, причем 
2А^>л. Как известно, оператор Л - (—А)* самосопряженный и его 
спектр непрерывен и совпадаете положительной полуосью. Более того, 
как это следует из вычислений, проведенных в работе автора I ядро

(>'. У. л) резольвенты R. этого оператора имеет вид



где по ложено а - /**. <)< аг£< < —. = (*>. ՛ • •» х") и
А՝

/ п-З
Ф(г х) = |՝ е"|х|1 (1 -$•) г/л. (13)

I
причем , х| (Л? 4-• • • (-■*!)’. Докажем следующую теорему.

Теорема 2. Если размерность и пространства Еп нечетна, 
причем л>3 и 2к~>п, то собственные значения оператора 7՝=А-|֊5* 
(включая и положительные), где А определено формулой (11), а 
5 — оператор умножения на комплекснозначную функцию \ д (х) , 
удовлетворяющую условие (8), могут образовать лишь конечное 
множество, причем вне круга радиуса I 1

(141

собственных значении нет. и все остальные точки положительной 
полуоси принадлежат непрерывному спектру оператора Т.

,вЪ
В самом деле, поскольку 1т (1е )>0. то формулы (12) и (13)

для ядра резольвенты оператора А, также условие (8) показывают, что 
вся положительная полуось принадлежит спектру оператора Т и вне ее 
*тот оператор может иметь лишь собственные значения, не имеющие 
предельных точек вне положительной полуоси. Доказательство немед­
ленно следует из лемм 1.2 и 4. Из теоремы А вытекает, далее, что 
нне круга радиуса (14) нет собственных значений оператора Т, по­
скольку. как легко видеть

п т 1
л г ■

п — 3\ I |<7 (Д') I дх.
2 /

Остается показать, что ни одна точка положительной полуоси 
не может быть предельной для собственных значений (с учетом и по­
ложительных собственных значений!), т. е. что мы находимся в усло­
виях применимости леммы 5. С этой целью введем обозначения
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и

'Г (Л ■<)=,

Я+1

2к 7

I 91 -и

о
|егко видеть, что

п т I

4п ‘
— I—

էէ2*-П

/7 2/в
|Л_у(2р^рХф(Лл уЬ

'’՜0 1 ֊ е

Поскольку первый член правой части содержит лишь четные степени 
х—у|, а второй член ’Р ((, х— у) — целая функция по /, то условия 

леммы 5 выполняются, что и доказывает теоремуИнститут математики и механикиХкалемии наук Армянской ССР
: 1Г ւՈԷՐՏԻՐՈՍՃԱՆ

1*Ոք'6ահւսւք ш|п1.Л ()Ա|Լրա^որՈԼրի ււ)-իհք6սւհսււքսւ|ու.ծ <|гգրւ 111 ։Г6Լг|։ 
սԱ|Լ1|որի ЬԼ *ւսպпмпьрпиб ։քի հ||սւ6ակի մ՛ասիս

11,յ/ււաս>տնւ>ու.>/ աոահարկվու մ Լ ինրնահամտլուծ Օպերատորքէ 7" = /4 -? ծ՜ 
դրդոմ ան սպեկտրի հե տաղոտ օ՚-թ յան մի եդւսնակ, որտե/յ Տ~ր սահմանա֊ 

փաէք օպերատոր Լ, Այն հիմնված է Նրա վրա, որ եթե Հթ $ Օպերատորը (որտեղ թ* ~ն յհ օպե֊ 
քւստորի ոեղոլվենւոն է) (Ւո,(Ւն անընդհատ է /| Օպերատորի սպեկտրից դուրս ե եթե ունի 
(երդավոր չափանի մնացր ք ընդհանրապես ասած, որոշ ոիման յան մակերևոլ յթի վրա) .4 
Օպերատորի անընդդատ սպեկտրի /. = / 0 կետի շրչակայրում ապա / 0֊Ն չի կարոդ հան1ք։- 
••"նալ / դրդոված օպերատորի սեփական արմերների սահմանային կետ։ Այս պնղու.մր 
կիրաովո^մ կ 7 = /1+ճյ օպե րատորի սպեկտրի հետադոէոմ ան նկաամամ բ, որտեդ .4 ’ (— ձ)* պոլի հարմոնիկ օպերսւտոր է Լէ(£ո) տարածոէ թյան մեջ, ^ո՝ր կենտ չափանի 

տարածու թյունն Լ ե ՝2Է > Ոէ իսկ Տ- ր րադմապատկման ոպերատորն է անվեր- 
^"ևթ յոսնու-մ երսպոնենչյիալ կարւլի նվադոդ կո մ պ լե ր սա րմ ե ր ֆոէ.նկդիէՈ յով: Ապացուցված 
(» որ այղ օպերատորի սեփական արմերներր կարող են կազմել լոկ վերջավոր րազմու- 
Օլու ն, րնղորոէ մ

'•սոավղով շրդանից դուրս սեփական արմերներ չկան։ Համանման պեղում ստացված Լ 
(է*՜ + I

կարգի Л (--- 1)П/ - սովորական դիֆերենցիալ օպերատորի ղեպրում
<է.^Ո 1
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