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В недавней работе М. М. Джрбашяна (։) были анонсированы новые 
результаты о параметрическом представлении мероморфных в круге 
функций.

Путем обобщения формулы Йенсена —Неванлинна, произведения 
Бляшке и характеристической функции Р. Неванлинна в указанной 
работе были введены новые классы А, ( — 1<^а<^ос) мероморфных в 
круге функций и были установлены параметрические представления 
этих классов.

Класс А. определяется с помощью оператора дробного интегро- 
дифференцирования по Риману—Лиувиллю, причем при а = 0 совпа­
дает с классом функций ограниченного вида, введенного Р. Не­
ванлинна.

В настоящей заметке, применяя метод М. М. Джрбашяна, мы 
приводим параметрическое представление более широких классов ме­
роморфных в единичном круге функций.

Автор выражает искреннюю благодарность М. М. Джрбашяну за 
постановку задачи и помощь, оказанную им при выполнении настоя­
щей работы.

1 . Пусть а (г) произвольная неубывающая функция ограничен­
ного изменения на |0; 1]. для которой

I
<։(!) = 0;

о

Обозначим через >•„ моменты меры <7։ (г) на [0; 1]
I

Х„= г"Л(г) (л = 0; 1; 2;...). 
м о

Из легко проверяемого равенства
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следует, что ряд

■ я —Пт 1 лл = 1, л-»<*

уЛ —
2 ֊ = С(х) 

л-0 К*

представляет голоморфную в круге |г|<1 функцию С (г). Определим 
•оператор Ъ следующим образом

I (*•
9 (рг) </։(?). (!)

о
тогда справедлива

Лемма 1. Пусть функция

а» г

голоморфна в круге | г | < R (Я>1). Тогда функция

I
а) £/(*) = 1 /(рг)«й(р) = У а* л* г*

(2)

(3)

также голоморфна в круге | г | < R.
б) Справедливы интегральные формулы

2г.
/(*)=֊ (’ Т/(е^с(-֊е֊‘Лд^ (|г|<р</?) (4)

2* X р /
О о- ав •*

/(г) = - 7(6) ~ I £Ре/(^)с(— е-‘ЛдЪ (|г|<Р<₽). (5) 
г- л X р /

о

Пусть функция /?(г) мероморфна в круге |?!<1 н пусть (а*!’ 
и (Ь*| ՝ суть соответственно последовательности ее нулей и полюсов, 
отличных от г = 0 и занумерованных в порядке неубывания их 
модулей

Пусть, далее.
/Чг) =с. г* + с1+։гк+1 + (<\ * 0)

есть разложение Г (г) в ряд Лорана в окрестности г —0.
При помощи формулы (5) леммы 1 устанавливается 
Лемма 2. 7ля любого г (0 < г < 1) справедлива формула

1ой Т (г) = 1՛ агд с\ 4֊ л 1о£ — 1ов^а(0
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где

(6)

(7)'

С учетом асимптотических свойств функции 1Г(г; С) доказывается 
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть (2*)“, (0< | |< 1) — бесконечная после­
довательность комплексных чисел, отличных от нуля, упорядо­
ченных в порядке возрастания модулей

0<|з11<|2։|< ...

и удовлетворяющих условию

֊2 а(О^< + Ьо.
Л-1 д

Тогда
а) бесконечное произведение

(8)

В (г; г*) е֊ ֊*> (9)

равномерно и абсолютно сходится в любой замкнутой подобласти 
круга |г|<^1, представляя аналитическую функцию, обращающуюся 
в нуль лишь на последовательности

6) для любого г(О<г< 1) и 0[0<0<2г] имеем

£1оИ|В(2;г։)|<0. (Ю)-
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2’. Перейдем теперь к определению классов мероморфных функ֊- 
ций ЛЧ®(Г))-

Пусть и "(^ Ос) соответственно числа чисел (а/, и {Ь.} 
н круге я л (0; 0) и п (0; °°) означают кратность нуля или по­
люса функции Г (г) в начале координат г = 0, так что будем иметь
В

л(0;0) —л(0; оо)=Х.

Введем в рассмотрение функции

[л (/; 0) — л (0; 0)] ^4-

+ п (0; 0)

1г>
I 10?/</։(/) 4֊ М<>£г

• /о

Л^(г; ос)= [ л (£; ос) — л (0; оо)|</<4-

+ д (0;00)

1

Г1и?Ма(0
КУ 
и

4->о1°8''

Далее положим
Р-Т(г)-{%(Г*

1 О
/(-) ъ (г) =

при
при

при 
при

£?(г)>о
А?(л)<0

£?(г)> О 
£®(г)<0.

Заметим, что
(г)-£<+’? (г)֊

Обозначим, наконец, 
2։

^(г;0) = >։- [/■’-’ 1о?|А(^)1</?;
2*

-(г. „, = !
О

Лемма 3. Справедливо тождество

.) й(г;։о)+Л(г;«.)»т(г;0) + /5(г,0) + Х.Ю8|л։

б) функция
Тг(г) = т (г; ос) 4֊ ^(г; <*) 0< г < 1

монотонно возрастающая.

<11>

(12)
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Функцию Тг(г) будем называть обобщенной характеристикой 
мероморфной функции ^(г).

Через Л'(х(г)) обозначим класс мероморфных в круге г <| 
функций, для которых выполнено следующее условие

7>(l)= Um 77(гХ + ос.
Г-.1-0 (13)

Через обозначим класс мероморфных функций, для которые
I 

r;(r:F)= 7>(f) da (/)<+«>, г<1 (14)
о о

где 7>(г) характеристическая функция Неванлинна функции Г (г). а(г) 
любая неубывающая функция ограниченного изменения. Тогда спра­
ведливо включение классов

Л * (a(r))cz/V(a(r)). (15)

Из определения класса /V*(i(r)) легко вытекает, что

Л*(^(г)сЛ(*(«։ (г)), (16)
если МГХ 

Теорема 2. Класс (г)) совпадает с множеством функций, 
допускающих в круге |г ՛ < 1 представление вида

2с
f(z) = Czz‘ ехр(-— ( S (ze-*)dK<p)

|2г ;՛
где

S(z) = 2С(г) — С(0) = — + 2 V
А0 А - I

aj и В (г; Ь,) сходящиеся произведения. »|> (О) произвольная функ­
ция ограниченного изменения на [0; 2к|, а Ср — любая постоянная.

Теорема 3. Пусть
F(z)^N(e.(r)\ ։>. ■ I

и
1

О" * ՝ 1о^/</•(/> — 2- • Г I

" гк Л.(-—и) ехр | — С S (ze֊")(0)1
B(z.b.) jJ J

есть ее представление.
Гогда почти всюду существует предел

Q(6;A)= lim L {log|F(re*)|), (17)
r-И-О 

причем
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(18)
у. Обозначим через «л,ее тех аналитических и едини,-

ион круге функций, для которых выполняется следующее условие

5ир
О :г<|

Очевидно, что
Л (։(И)с\(։|г)).

Теорема 4. Пусть голоморфная в круге 
принадлежит классу Л (а (г)), тогда

1°. Если граничные значения

функция

аковы, что

Р(6;/)= Нт т (|°е՝/(''*“) 1 
г-*1—0

2к
| $(6;/)4в = -оо,

О
(19)

то
/ (г) - 0.

2 . Пусть последовательность точек (г*| удовлетворяет 
условию

!(/) сП > --  30. (20)

Если 

то
/(**)= О, 

/(г)^0.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

и. (г ри’ми.виъ

йгушйпх <г |ГЬг|иГпг4> фпв-Г|1<у|>ш(;Ьг|> 9х«|ф и|шгхи*Г1виги1ЦшС СЬгЦичшдпсвГ

1Г. 1Г. О Лр-г-г* >—4֊
^•■ЛЛр[, Ъ,г ,».£р։ 4 I •дшршЛ.^рш^ Г4Т
«г«к/ № (—1 < я > оо) 7».гз=в ч*чвя,-'/ < Ь4у-.г։Ат.ъ-уА 4-»^»

Ир^ш 1Г. Лгр^;/“^Ь ^1Н~чг “^“1 ։<г>
ушр(,и.я1,ш)1, ^шчГшр 4 Ы(^(г)) чш* к

4 ъгял3 ^шршЛЬшрш^ ^Ьр^шр^е՛ ЛГ(։(О) ?-“г ՝—'еЧ*-*-' < -Л 
чш^/, прпЪр а^ш^р гр1ш\я^ 'ьЬр^шяшр^е хъ ии*у-/

145



в (-: а )
------------ ехр
В (г, \,)

Տ (ге /ք)ժֆ(ք)

о

5(х)
Л Хл

л- I

= ( (?)

О

В (-■ մթ) և В(:;Ь^ ս-րաա^րյա^եր են, փ(?)-1< ^ձրք**'7"ր У“г/—յյէ.^,
ֆունկցիա Լ, իոկ Շքք-ը կամայական հաստատուն Հւ

կարևոր է Ն««և հեաևյաք արղյու.Նքրէ

Եթե Л(Г)(-ДГ(а(г) ղասին, ապա համարյա րո/որ 0 £ (0, 2ր,]-նհրի համար 
թյուն ունի հեաԼյալ սահմանր

Չ ՍՀ Ւ) = Пт Լ 1օք । 5 (гг/в) | = փ' (0)

փ'(0) 6^.(0; 2к)
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