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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М Саакян

Об одной смешанной задаче упругого равновесия 
прямоугольной призмы

'(Представлено чл. корр ЛИ Армянской ССР О М Сапонджяном 17/111 1965)

Рассматривается задача об упругом равновесии прямоугольной 
призмы, когда на боковых плоскостях (* = 0, А; г = 0, с) заданы 
компоненты вектора напряжений, а на торцах (л = ц| заданы пере­
мещения. Для простоты вычисления предполагается, что граничные 
условия задачи симметричны относительно плоскости (л = 0) Это об- 
. гоятельство позволяет решать задачу для половины призмы (л > 0. 
у 0. г 0), требуя при этом, чтобы на плоскости симметрии (х =0) 
удовлетворялись условия симметрии:

тлу (0, у. г\ = т«(0, у, г) = м (0, у. г) = 0. (1

Решение уравнения равновесия Ламе представляется н ниде с՝, мм 
1ВОЙНЫХ рядок Фурье в трех направлениях, которые содержат гипср- 
болотрнтонометрнческие функции с неизвестными коэффициентами. 
Определение этих коэффициентов приводится к решению бесконечных 
систем линейных алгебраических уравнений, /(оказывается. что полу­
ченные системы квазирегулярны и имеют ограниченные сверху 
и стремящиеся к нулю свободные члены.

Граничные условия рассматриваемой задачи принимаются н виде

д՜ — а: и = V—и.՛ 0;

у ֊- 0. Л: Ггу = ту* — 0. = 0:

2 ~ 0: — Ту* — я; —П;

2 = с: -Л.- 0; ։.• = /(Л-. у).

। де /(л, у) кусочно-непрерывная функция н области (—а х а, 
О < у Ь}.

Причем нулевые граничные значения перемещении и напряжений 
(кроме а*) приняты для простоты расчетов. Они не нарушают общно­
сти поставленной задачи, поскольку замена нулевых значении задан­
ными функциями не действеет на ход решения задачи и отражается 
в свободных членах системы (')

ягидиеих
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Решение уравнений равновесия в перемещениях в области
(О д о, О у Ь. О г < г) ищется в ниде:

м = «0 У У (*) cos Pm у cos 7„г -г V 
гп-0 л—О 1-\

У фм՛ (у) sin з.-x cos + 
л "О

-4 Уу j/m (г sin з( х cos ржу, 
1-1 т-0

г՛ = Т’о -ь У У fmn (л) sin >т у cos 7л- 4֊ У 
т — 1 л—0

у »(,;'(y)cosa/xcos7^ 
л -О

у у (г) cos з,л sin fUv, 
1-1 т-1

(3)

X’ = К’о -Ь У у/тл (х) COS ртУ Sin , лГ ֊• 
лт-0 л-1

У У (у) cos а/л sin 
1-1 л-1

+ У У ։У|^ (z) COS 3/ X COS РтУ, 
/«=1 /п-0 

где 
и0 = а0 4֊ а։х + а. у ֊1֊ а,г; 

Т'о — Ьо- А,д՜ 4֊ А,у 4՜ Ь։г-, 

Wq = Cq 4՜ CjA* С\у - СjZ ‘ 

(2/- 1)- й /Лк 
х/ — - , r>m — ——: 7» —

2а b

т и п одновременно не равны нулю.
При отсутствии объемных сил перемещения являются битармони- 

ческими функция ми. Учитывая это, а также условия симметрии (I). 
неизвестные функции f՝^'n (х).......... «ходящие в выражения (3),

(4)

(5>

можно представить в виде:

sh А'тлД- 4*- Dmn тп .veil kmnx-

U> ch k mn k-ii mn s// ^тп’ 2. 3):

,С(х) = д2;

тп / /?тл - 0;
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(6)
»{л' = Л1м shfe^y 4- VJi'ch^My £}лй/яу sh kln у -֊ ^‘„'kin у ch ktny

U- 1,2,3):

■i>im 12) /<(m sh k/n : 4- ch k/m z 4- klm г sh z OJi,' klm 2 ch г
0 = 1. 1. 3),

где Ащп.......... G\^ постоянные интегрирования, которые снизаны сле­
дующими соотношениями:

/ ) ■1' - R ’2 ’п։л<-/п1л pm rna



М-'Ж=1.СЙ; ‘«.СЙ+?.Ои-0;
КщМ՝Гп' 4֊ (3 - 4«) Л/я Г-4- а/ 4- Тя М2’ = 0; 

^М.^’ (3 - 4*) Л,я£|®> 4- з, ЛТЦ’ 1п Л}“՛ = ()-.

• - + *,Л’> = 0: 7п Р<» 4 */яГз. = 0.

(7)

+ (3 ֊ 4*) А/«6'з> 4- з, ЭД • 3„ ЭД = < >;

К,я/^ 4֊ (3 — 4*) Л,. Н% 4- а, ЭД 4֊ ЭД = 0; 

а, С£> 4֊ к,тН^ = 0; 3„ + Ь1т0% = 0;

а'^ = ₽„ЭД; а/ЭД = З..ЭД:

где V коэффициент Пуассона.

Пользуясь уравнениями обобщенного закона Гука и выражения­
ми для перемещений (3), получим решения для напряжений через 
функции и0, ъ0, ®0. /^л(л); ЭД (у); ЭД (г) (/= 1, 2, 3).

Удовлетворив граничным условиям (2). получим ряд соотноше­
ний между коэффициентами интегрирования а0........ г,. Д^ • • • • СЭД.
Разрешая эти соотношения вместе с (7) относительно неизвестных 
постоянных, для последних получим следующие выражения:

ап — й1 — а2 = а> = 1)0 = Ь1 — Ь, =Ь3 = е0= <՝։ = <՝։ = с։ = 0;

Сй = ֊ — £ *„«11.*..«о»>; с«’= - ^-£>й ;

ктг> а Ъ ктпаОУл\ Л(4й = - (3 4э 4֊ ктпа 1Ь 
тп

V а 3/
_ !_* Р(2ь £՝<!)-> — л,(2>: = —

Ь1п 1п к1п "" М

-|3)= — 
1л

Тл
1л ’

ДП2. = _ 2 (1 _ £<зь /У!<ь = — 1 - 2ч £<;•;
К1л

I
<М<3» = _ -'Л- (] - 24 £<;> ;

МЧп = — |2(1 — V) —А/яАс1ЬЛ/,д] /=*«՛ Ь1пЬЕ;
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V՛’’ = ֊22 [л(„ I ( - 1 + 2* + А С1Ь к1я ьу ЛУ| :

|Аг. »££’ + ( 1 - 2* + *м * сП։ Л/я Л) ^’|:

/Ж _ - «а ; «Я! - ֊֊ <’ ; СЙ - - ’■ «!!’;
* 1т */«•

и»_
о 1т---- —

О 
/т
к 1т

/.£»-- 2 (1 - >) ; Л7т = — -- (1-2*) : Кы =
к1т

(1 - 2*) ни՛.

(М
Ай* = - |2 (1 - *) к1п1> с(Ь к/пЬ\ (Г£ к^сН՝,'^.

1 + 2* I- Л^с։1«А/.* )011‘|:

ин = ’’ |А<<Я< //Д’ + ( ֊ I -*֊ 2* Лм. <• С1Ь к1мс) б^);
к 1т 

г ле
гм1| тп гЧ'»1 ,я гнЗ> I 1т { 1т
!'тпж---------------- ------- ; С1л = \fhrn-------------------- :

и ктясЬкя,„а 2в| с 2я,

=------- ------- |Н.(сИЛ/яА-+ 1) - г,„ (СИ к1яЬ - |)|:
2а/ $11 кг„ Ь

а\т —------- -------- [1Л. (с!1 к,„с + 1) - У1т (с!> к,„г ֊ I) |.
с 2я, 5ЬЛ(я,<-

Неизвестные постоянные Х/ж; У 1п\ //я; и1т\ I 1т должны быть опре­
делены из следующих бесконечных систем линейных алгебряичесюп 
уравнений

Л.я + 2 айл У,п . V Ь\^пи,т = 0; (/я. л, =0, 2. 4 - • ■): 
1-1 “ I

^тл ,\ «л 4‘ ^!тл ֊Н 4“ У । /ш - 0*, 77/, Л, — 1,3, О* • • ); 
1-1 /-1

у ай.Х..+ V 4Й.4/„=О; (/ = ';2,"," 
—* ՝ II II. ' 4* • •

//•Пя-+* У <։}««• Л'жя+ V1/(<и =<);
«-О.» яг -лО, 2

// = 1. 2--
\л 1,3,5-
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1.3

dlatle ■ Olmi.Xafu 4֊ V М««У/« 0

■ -1. »■ «1.1

//-1.2 •• \
V-0.2,4 -- /

(9)
'/= 1,2 • • \
Л » 1,3. 5 ••• )'

c, n« (■ ) 
m == 0. 2, 4- • • ՛

A< *' *
<ЧЛ|я£й »

2» -I \m=i,3,5
CieiUi* 4

r<3> «.П/тл 21 ----- a"'I ՛ )
2>— 1 m = I, 3, 5- • •/’

где aim коэффициент разложения функции/(л, у) н ряд Фурье, н 
оплат (0 < х < а, 0 у < /»),

(3 — 4^) th Л..а
• b ch»---- --------------- ------------------- ;

явп

sh k/*/* + ki՝b , kia$hktltb kiab -------— «, ----- --- - • (fl9 zr: - --------- -----— »
»/ ch klnt> — I if ch 4/чЛ -r 1
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и(3) 8(- I)" 
са.

(Т* 4-
+*/„)*

Докажем регулярность бесконечных систем (9). Для суммы абсолют- 
пых значений коэффициентов уравнений первой бесконечной систему 
(Ч) будем иметь: Д Ш

1-1 к тп г-| Л

ь(|)^!тл
(1 4֊ 2») ։11 ктяа ктп<1 ( । 2"')

сЬ’б^п
Ь л 

։3 4м) Ж к„„а - -
С11 ктп<1

при I)

Я! —> ОС 
или

П —> ОС

Подставляя из первой системы (9) ЛД,, в третью систему, получаем 
новую систему для У 1я и (.//„

\՝ 4™ ( V Ь1тл
кщп 

/-1

(12)

Члн суммы абсолютных значений коэффициентов системы (12) 
иметь оценку

будем

0(2) 1 •

I ՝' ( I — 4 — (I — 24 аге I

Л" “г;
к/я

16 т 
ь 2 
т-0 2 к]п ):

к,яЬ

2 эЬ։ к,пЬ
9

к՝1К\п
С1Ь

М'ь,

с(11 —
4* 

к,яЬ

• п■———«.в

г». 12к1пз\\ —

1тп^ 1т —" ՝

2
о 2

I ■ I

1.1 я конечной суммы

т
1п

1 6 Ъ] 'к;я — (1 ')&՝„

Имеем оценке

4

* к>я
•*)—(! —2')агс(р I

1—V

Имея в ниду (13), для 5/, получаем оценку,

2(1

к!п

кщЬ 8 уз/

Ьк՝ь,4 3 — 4 *

41_ 21
* к\я

V



__________ ______________

2зЬ։ *'"* 
2

Т» . (1 + 2») */
*Т+«■ *т

Нт при (0О<0. 25); 
п —* ЭС

ИЛИ ./ — ► ОО
Нетрудно заметить, что свободные члены бесконечной системы (9)

будут ограничены сверху и имеют порядок не ниже чем —, если
^1 т

внешняя нагрузка удовлетворяет условиям Дирихле (։).

Ереванский полк техническим институт

и и шцциаил

Й1||Гри6Ц|П1 (т ц^грц|Г1и|^ шп «п/1с|1и1|шП К։иЦили»1ги|1|г,г» 1и рриИ 

|ГЫ| |иши р р1(11|г|1 |Гш(а|>6

ф/не втр1р[nt.it /. шп ч а» ш и и» р ив ф • л п 4 р

Ьш"г *тг ulr^чвft"յ^ (>"0.6, з = 0. с) 1шГрп.

ЬЪ (д- -? -е ц) 4гш и'Ьушфпр'ч
Ь-'ЧЬ « ш</ыяыи/^л|»/Ъ4^Д |ли)л< |/£» рЧ/тр^т^ I. ^Ьи.рЬ/1я тЪп-

прнЪр ^игрП1Л/Ч11/П1 »/ ЬЪ Ш у"Ъ Ь р '»•/ ^а^*,/*рп/и**-
Ьр> Ц/7 ч"р Л I/ р Ь рР иря]пл.1/р 4 ш՝ь^Ьр<

п^в»пЬЛЪкр1» Нп* № • яг ШИ ЛЬ в^ЪЛЪЬрр «Ъ^мкряг^

4^гьЬн Н1пъв1 ••>՝!» !и !• ш^ши»
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