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МАТЕМАТИКА

В. С. 1ахарян и Э. О. Назарян

О полной радиальной вариации одного класса 
гармонических функций

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М Джрбашяном II/III 1%5)

Как известно (։), измеримое по Борелю множество Е имеет 
положительную з-емкость (0<а<^1), если найдется такая мера и. 
сосредоточенная на £, и(Е)»1. для которой функция

' и 1г ,1 - Г

о 

остается равномерно ограниченной но * при г-*1.

Гармоническая в единичном круге функция /(<, *)в - 
а»

- У^аясо8Л՝»-кА«51п</<И । говорят, принадлежит классу 5., если

V (а- Ь2Л п՝<՜ оо .
I

Интеграл

</г 
дг

и

на ювем полной вариацией на сегменте |о. г|, а интеграл
1

Е(1,
о

д/(г, »>

Ог
<1г

полной радиальной вариацией функции /(л *).
R 1947 г. А. Броманоы (Ч доказана следующая теорема.
Теорема. Если гармоническая в единичном круге функция 

принадлежит классу 5<. то ее полная раОиальная вариация огра­
ничена всюду, кроме, быть может, множества Е՝ (I з) еико1ть
которого равна нулю.

В настоящей работе этот результат обобщается в терминах 
Нуклой емкости для более широкого, чем класса А,.

вы-
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I . Класс Кн и оценка выпуклой емкости. Последовательность 
и, (л = 0, I, 2, •••) назовем выпуклой, если, полагая

Дап = о, а„+1 , &*<!„ = Да, — Да. ։, 
имеем

А։Д„ 0 (л = 0, 1, 2, •••).

Слеях я Темко (։), введем понятие выпуклой емкости множества, 
[ля этого рассмотрим последовательность [>„|, обладающую двх мя 

свойствами: 4
1)Х„--0. 1
2) |Х„| выпукла.
Известно (3), что в этом случае функция

Q (г, д) = л0 4֊ V X„r" cos пл
1

хдовлетворяет хсловию Ц(г, х) 0 при Очл 2« и 0<г< 1.
Определение 1. Измеримое по Борелю множество Е с |0,2-| 

имеет положительную выпуклую емкость относительно последователь֊ 
ности если существует мера р. сосредоточенная на Е. для ко­
торой функция 

2г хЛ
И*, и = I Ц(г, х — I)

остается равномерно ограниченной по х при г—>1.
R случае отсутствия такой меры ?, считаем выпуклую емкость 

относительно р֊л! равной нулю.
Выпуклой емкостью Е относительно назовем число

___

С(Е, > п) = е k , где17=п։/( lirn sup V’ (л, г ) . 
I» г-1 U X 2«

Определение 2. Условимся говорить, что непрерывная на 
0</ 1 функция Н (Л 0 принадлежит классу Сн, если Н (0) = х. ,

Г
tH (n 1 0 при Г-0, I-------— < ОС . Нт----- ------  \ Н (t) dt = с ,

J tH(t) . -о хН(х) J 
и и

где с-*0, эс и /7(ду) </7(х)//(у).
I еперь мы с помощью класса функций Сн можем определить 

ют класс функций для которого возможно обобщить результат 
Бромана.

Определение 3. Гармоническая в единичном круге функция

а0 ՝ . ‘
/(г. ,*)="2 + ^r"(«ncos 4- ^sln Л ')

принадлежит классу если
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(а; 4 //
п

где И (!) принадлежит классу С 
В качестве (>■„} рассмотрим следующую последовательность

'п =

ь - кН

Заметим. что гак как

п —•
П

П
ТО пЛ'п I О

Лем м а
и Л’/.п 0.
1 . Пусть

тогда

V) = Бир 
о ■

2г

а„ = соб (»),
V о

и

б1п //*г/ц (>).

2

। И

Теперь приведем теорему об оценке выпуклой емкости.
Теорема! . Пусть вещественная функция /(*) принадлежит

классу 8Н // пусть на множестве Е / I*) >р
л<>и еиности относительно |л„ имеет

___ , . -’«•/
несто

0. Тогда для выпук- 
следующая оценка

гое М зависит от функции Н (։}.
Доказательство. Пользуясь свойством 

можем выбрать г настолько близко к единице, 
следующее неравенство

2с

интеграла Пуассона, 
чтобы выполнялось

Так как

V Г" (Л,СО$ П‘ А.«1пя»)(/|»(*) = 
о

и
то, применяя нераненство Шварца, получаем

о — ։.

о

и
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Пользуясь леммой 1 и неравенством (I). имеем

Откуда следует оценка теоремы
С(£ЛЯ) = Г |

2'. О полной радиальной вариации функции класса 3„. Вве дем 
следующие обозначения

.Г

4(х) Н[и}с!и. где Н (и) £ С„,

о

5Я </) н
п /

! 7т
/^•(/) —- | А 1ор —- )

и* о

и

□ о

пЬаг.

Докажем сперва следующую лемму.
Л е м м а 2. Если гармоническим в единичном круге функция 

/(г,*) принадлежит классу 3„> то

£М'Ь М'5И(/), (2)

ЕЯ{Г) УГХ.ф' (3|

где ЛГ и И՛ :<ависмт от Функции Н(1).
Доказательство. Простые вычисления дают

| ( ֊* л։ г'я-" (а!, 4-

О I 
. ։

О», (/) - У (а; 4- Ал) я*/'2*’*1 Л 1<|ц * —</г. 

а

Опознания 1о$ — . оиенкм иитегрил, входя|цнй н (II.
п

6Я



И,//Л 1
п лгн

Подставляя эту оценку в (4). получаем неравенство |2). Точно та­
кими же рассуждениями получается неравенство (3).

С помощью леммы 2 докажем теореме о радиальной вариации 
функции класса 5,.

Теорем а 2. Если гармоническая в еииничном круге функция 
у (г. *) принадлежит классу 5,, то ее полная радиальная вариа­
ция сум чируеиа, принадлежит классу и

Х„(Л) .МЧ. (/>. (•=»)

где .11 чллисит от функции II (Г».
Доказательство. Заметив, что

' дг / ' ()г ' •

получим
(6|

Докажем теперь, что следующее равенство имеет место в еди­
ничном круге почти всюду

Прежде всего заметим, что и г/’ имеют нули в одинаковых точ­
ках, а последняя гармонична. Если и точке <Л *1 ГД * О* п> * 
окрестности этой точки функция г/г имеет постоянный знак, следо­

вательно.

в любой точке, где Д^О. И тик как условие г/; = 0 выполняется 
самое большее на множестве меры нуль, го этим и доказывается 
равенство (7), откуда следует, что

Суммируемость функции /"(») можно доказать следующим об 
разом:
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Сходимость интеграла Р очевидна Пользуясь неравенством Шварца
ПОЛУЧИМ

т. е. интеграл Q также сходящийся.
Если напишем, что

I
F <г. *) * - - Л (И 4- У Ля (И cos« v 4 В„ (г) sin

~ * I

го коэффициенты Фурье полностью определены для случая г ~ 1. 
Пусть

OF 1
дг " у Ло 4- 5 л л cos л* 4 fi'„ Sin п\

1
04 ՝

cosh՝'—fl/kshu/v.огф* n *
I

Геперь, пользуясь равенствами (6), (К) н леммой 2, найдем, что 
։ я» * !

— Ло՜ 4 Х(Л«՛ 4Я„՜)( 1 //:1о£—/; ( 1о£ —п/г = 

6 1

= И, (Г) 4 Е„ (/••) = /)м (/) Ел (/) < (/). (9)

1 як как А„ (0) = О для любого п, то
I 

ля(1) |՜ л; (г) г/г.

п
и снова применяя неравенство Шварца, имеем

An(r)\dr • л*log2 ' )^(log ' ) rdrx 
г ! \ г /
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(Ю)

Заменяя в последнем интеграле log = , получим
г п

Г____________ _______________ = ?__________*___________

Р I- л։ log8 -Л* (log ' у .» /-֊)(1 О*

(II)

Так как Л/(лу) </7(х)/У (V), то. положив , у = —, лег-
п г

ко усмотреть, что позволяющее неравенство

(11) написать в следующем виде:

Подставляя это неравенство в (10). получим
I

1 ) -4;(1)<'.М ( л.*( 1 «Чое8 ) й( Юу 

о

Аналогично получится, что 

1 | ‘//(֊֊՝) 5Я:(1) < Л1 «п'(| Л* log8 ’ )a(log г у dr

(12)

(13)

Просуммировав неравенства (12) и < 13» по п. получим

2^(՜ )(ДЬП + «"(П) S«(F)<WS.(n
Теорема полностью доказана.

Соединяя теоремы 1 и 2. приходим к следу кицеи теореме, кого 
рая и является обобщением теоремы Бромана.
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ТеоремаЗ. Если гармоническая л единичном круге функц^ 
принадлежит классу то ее полная радиальная вариация огра, 
ничена всюду, кроме, быть может, множества Е. у которого

выпуклая емкость относительно раин к!

НУЛЮ.
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|г|>Ц фигршдршj|i ifaiufiG
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a
V, rn {<ln cos л - 4- bn bl n Л е)

I

У"Г»1 MsA-* 4 uaarЬър, J I s„ t.pi

O=.
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1

u
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