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1. В пространстве £.е(0, ос) 
задающиеся равенствами:

рассмотрим операторы Л/, и Нг,

Ну\< = — у + </։ (л) у, у' (0) - Лу (0) = 0, 0 < х < до

НгУ = — У” -г 9։ (*) У - ?,(л)у. у'(0) — Ау (0)= О, 0<х<оо.

Зтесь вещественная функция, которая интегрируема на каждом 
конечном интервале и такая, что оператор Нх имеет ограниченный 
снизу спектр, </а(х) — финитная интегрируемая функция (7։(х)==0, 
х Ь), а Л—любое вещественное число. При А = эо граничные условия 
понимаются как у(0)=0. Очевидно, что спектр оператора Н2 также 
ограничен снизу. Обозначим через ; (Г) = ; (/,/У,./У։) функцию спек
трального сдвига (см. (’)) для операторов /У։ и Нг, причем $(/) = 0 
левее спектров Нх и Н։.

В этих предположениях верна
Теорема 1 Если д3(х) имеет производную в нуле, то

I ; (/.) д> т I (: ('■)--------- 1 I/. (х) (1х V/. = , при Л оо
л Л\ 2г) ). ,1/4

и и
о
\ ; (Л) (Ь- 4- Ц ։ ().)---- (л) й С^тГа — — ~ , при А =■ со.

- - о о

,Т о к а з а т е л I. с т в о.
Вместе с операторами Н} и Нг в пространстве Л.(0, /) рассмо

трим также операторы Н\‘‘ и Н՝!\ которые задаются равенствами:

Туп-у _ у- + 7։ (Л);.։ у՛ (0) _ /։у (о) = о, у'(/) - (й (/) _= 0,

(0 < X < /);
Н^У = /' 4֊ 71 (х) у + 7։ 1 х)у. у' (0) — Ау (0), у' (/) - 1й ?у (/) = 0,

(0<х</),
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Где (к — некоторое вещественное число. Считаем, что Н՝ = Нг 
■А’» = Н9. р *
Вр В дальнейшем через и Л2 обозначаются, соответственно, бана

ховы прост ране । в;։ ядернмх операторов и операторов I ильберта— 
■Шмидта. /. /։ и /. /г нормы в и I —оператор умножения на

IX): ^у = ^։(х)у.
Сначала покажем, что в любой общей точке регулярности :

■ (М'։- 2/)-‘-(//10-г/) ‘ ^5։. 0</< сс.

В[Легко видеть, что для этого достаточно, чтобы R՝ £ где /?.../ =
1

. Так как 'УР,։! ( R.՜! . то остается показать
ш 1 1

чего V" Отметим, что, вообще говоря, нельзя тверждать. что

(Vх) но £> (Vх՜ О (Л/։՜) и, следовательно, сумма Н, -֊
ж=₽ /7։ 4֊ V понимается в смысле форм (см. (։)).И Пусть

(О, ».) = !, Л = ос.

Тогда можно показать, что

V* /?Л 2
1511.111 </у։ц,.).
Л —2а

где г}° —спектральная функция оператора /У’0. Известно, что

С
Л |Х-г|

— ОО при А ос

ГгМ'Ч') А| ' < 4֊ ОС при п = ОО .
? Iх — г!2 — ш

ак как ср(х,/.) | < сопз1, 0 < х < А, —оо< '/при А ос н ?(х. /) = 
I ։ > ։

= при А = оо, то I Более того. I огранн-

ен при фиксированном : и при 0 </0 / < <*. Таким образом»

|Я.ЗУЯЛ!։-СС(г), 0</0</<ос Ш

усть 7։ (л) >0. Обозначим через и собственные числа опера
торов /У|'* и Н}1', занумерованные в порядке возрастания (операторы
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//, и Л/, полуограиичены). и >',՛} — соответствующие собственны.
функции. Можно показать, что *՜ 1

- (pl"(«лол X ш՛.'՛-«՛.՛>)./< + « (
)«»» < к мН

Если Л и С = Л В полуограниченные операторы, и и, - соответ- 
ствующне собственные числа, занумерованные в порядке возрастания, 
?• и % соответствующие нормированные собственные элементы, то 
н работе (։) доказано, что 1

Я ■ Я
L (**». **) Ър* - >•») ' \ (в?.. ?*). (3)
• -1 4-1 4-1 I Я

Применим это неравенство к операторам АГ/’ и М'1, Получим

— <Р՛? —'<?) \ ( Чг (х) dx.
Л'хх У ՛՛

— <Р-' - — I </: <х)4»; / (X) dx.
-<,<JL ՝՝ ’Л]

Из (2) следует , -

V i’ ՝ Г. V— I ?։<х) >; / (д) Jx _ I ^,(л)р;,/(х)^Л. 1“*)
и՝ ’ ' ՝v ).<'՛- к " i '

Имеем

Известно, чти ?/'(' I — (') при/—ж (t — 2) но всех точках не
прерывности Следовательно, почти всюду

Н'рСл. X./) - | ?»(л. Г)тЬ,|/) = м,(х. А-, / ),

/< А . Л d^(t) -
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Теперь покажем, что
1

11m
/- - pi (0</t

(5)

□гласно формуле М. Г. КреЛна (’■ ‘) имеем

5р|(Н?֊г/)_,-(НГ’-г/Г։)~- (±<£1-^ .
Л*-гР

де 0</ < да, а х — любая общая точка регулярности ня Нф и //«’». 
Ложно показать, что

з работы (։) следует, что
1 1 *»

In det (/ + /?’, VR ’i) » | -£— dt.
J f — 2

усть H'i' > (a 4- •)/ при 0</o /<£”». »>0. Тогда (см. (։l) 

11 11
In det (/ + Ri. t VRii) < \RaJ, VRi.,,.

Из этого неравенства вместе с (1) и (6) следует, что 

ит|'_МО_Л = Соп։,+ |;֊Ц£)_Л.

J t — z J t — x— «В — 4»

Отсюда уже нетрудно получить (5).
Переходя к пределу в неравенстве (4). можно получить
Г • 1м

f <7,(х) н,(х. х, k)dx< С | ^.(х)н,(х, х, л|^х. (7)

Б. М. Левитан ((•). теорема 4.!•) установил, чго равномерно по х в 
любом конечном интервале при К—» ос

Н»(х, х, К) = -к 4- — —*-■ 4-о(В при 4/оо, (Л = 1. 2) 
к к 2л

«»(х.х, k) = J- уТ- J- sln-?}±f-4-0(1) при Л «00. (*= 1.2).
Г. к 2л

Следовательно, из (7) получаем

В формулировке этой теоремы содержится вычислительная не точное тЕЬ



чс ** А-
------]Т ^<?։(х) 4х^։(х) (1х 4- 0(1) при А* оо

о о лХ
» — ** ։

- ֊֊ (\/։(х) — 2<1 —^4-0(1) < |' Ц/)^- 4-/X] дг(х)ах^~

1 Г . . 51п 21 кх . ,. ,-----— I </։ (х)------ ------- </х4-о(1) при Л—ос.

о ,
Отсюда следует, что

А •
( ЦО (И------(Л*оо),

֊ « О
к
ио Л----- ֊4 к </։(х) Д֊> - -^֊֊) (Л = ос).

о

Эти равенства равносильны теореме 1.
Таким же образом можно поступить в случае д2 (х) <0. Если 

<7։ (х) — любое, то <7,(х) = 9։+ (х) - (х), где д՝ (х)>0, дТ (х)>0.
Отсюда легко следует теорема 1 при любом дг(х), Эта теорема в 
случае д2(х) =0 и /։=эс доказана. Л. Д, Фаддеевым (’). причем 

вместо финнтности от <?2(х) требовалось только ( х |<?։ (х) | т/х < 4-оо.
</ о

Она без строгого вывода была указана также Р. Г. Ньютоном (’). В 
случае, когда полуограннченный оператор Нх имеет дискретный спектр, 
эта теорема совпадает с результатом М. Г. Гасымова (։).

2. Здесь мы рассмотрим два сингулярных оператора Штурма- 
Лиувилля, которые задаются одним и тем же дифференциальным вы
ражением, но разными условиями в нуле. В том случае, когда эти 
операторы имеют дискретный спектр, М. 1՝. Гасымов и Б. М. Леви
тан (’I получили формулу для суммы разностей собственных значений 
этик операторов. Здесь эта формула обобщается на любые операторы. 
Штурма—Лиувилля (не обязательно с дискретным спектром).

Пусть операторы /А, и Нл, задаются равенствами:

/Л.у= У՛' + д(х)у, у'(С) —Л։у (0) = 0, 0<_ х<ос,

н,,.у = - у" + д(х)у. у’(0)-М(0) = о, 0<х<ос,
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<7|(х) интегрируемая вещественная функция в любом конечном ин
тервале, причем для простоты наложения мы считаем, что имеется 
случай точки Вейла. Случай круга Вейла совершенно аналогичен. 
Пусть оператор Нн, полуограничен. Так как резольвенты операторов 
Н/,, и Н», отличаются на одномерный оператор, то Н„, тоже полу- 
огрлничен и имеет смысл £().) = £().. Нн„ Нц,), причем можно считать, что 
Е (к) === 0 левее спектров Нц, и НЛ). Справедлива
Н Теорема 2. При любой функции д(х). порождающей полу- 
М^ниченные операторы Ни, и Нь,

В °■ Г Е (X) «А -I- у0 (К) - ֊֊ (//, - Л։) А у,. =- А (Л2 ֊/,;).

Наметим доказательство.
Как и прежде, рассмотрим в Л։(0,/) операторы Н'^ и Л/*,’ и обозна
чим соответствующие собственные числа и нормированные собствен
ные функции через |*я.|, у'А •//’/. Для определенности предпо
ложим, что А։}>А1. Тогда
■ М? > М? Н н.., >

Из неравенства (10) работы (*) н неравенства (2) следует, что

R՝ 1

■ ИЯ./<Х Ч<<Х ֊-

■ <(Л։֊//։) 2ХД0).

■Отс юда
А •

■ (Л։֊А։)4?(Х)< Е/ (0Л<(Л։-А։)<(И, (8)
՛

1111 — •*
где <։*;(Х) и 4',’(՛.)—спектральные функции операторов Нь‘ и Пусть 
Л/к (М?-г и В1 =(Нщ 4֊в/)՜ ՛. где а> 0. такое, что И՛,’ > 

> ( — а -|֊ е) /, М? X — я + О А Можно доказать, что в ядерной нор
ме

Й (В, ֊ А,) (А[ — г1) Х = (В — А) (Л-г/)՜'. (9)

значим тк(/) =[/(),), где (—■

естно (։), что при невещественных :

^֊(А 1е С1е1 (/-+- (В։ ֊ Л,)(Л(—г/) ).
У
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Из (9) следует, что

(• Л2>_
3 / — г Л /-а 
О о

Отсюда, как и в п. I, можно получить, что

V I/— -яг — Я1
Перейдя к пределу в (8) при I ֊* ос, получим

1
(Л. А։)М>)< р(/)Л<(Л,-А։)%(к).

Отсюда аналогично тому, что в работе (*), можно получить доказа
тельство теоремы 2. I

3. Теперь рассмотрим тот случай, когда А։ = Л, А։ = оо. 
Имеет место

Теорема 3. Если д (х) финитная функция и имеет производную 
в нуле, то

О ~ д
У 5 (К, Ин, //.)^+ 2-4-1 =

= ^ + ТА։' (10)

Доказательство.
Вместе с операторам*։ Н„ и Н рассмотрим также операторы 

/Д0) и А/01. которые соответствуют случаю 
Легко проверить, что

= (к, Н?\ Н{ ՝0») = !“2 ’ Х > ° 
1 О, Х<0

Так как
5 (к, Но, /У.) = 5 (X, но, нТ) +/: (X, /У?, н*>) 4֊ ? (К, Н?\ Н.), 

го из теоремы 1 следует,-что при X—>ос

И (Л Но, /У.)^ = — К - ^4-0(1).
■ I 2 2

Отсюда, с помощью теоремы 2 и равенства В (X, /7Л, /7_) = ֊ (X, Но, Н . )- | 
- £ (>. Но, Нь), получаем I

А

[б(Л А/Л./У.)^= 1)._?-(11- 2-Л/х 4-1-Л» 4-0(1) при А->ос 
2 2*2— «

Отметим, что в формуле (10) участвует 7(0), в то время как формула/ 
в теореме 2 от д (х) не зависит. I 
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■ В заключение «втор выражает спою благодарность члену-корре
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