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Об обобщении одной теоремы Винера—Пэли для функций 
произвольного целого порядка и нормального типа 

в полуплоскости

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. М Джрбашяном 15/1 1965)

1Э. Известна следующая теорема Винера—Пэли (։).
Пусть Ф (х) — вещественная неотрицательная функция на оси 

— ос, оо) и Ф(л)££։. Необходимым и достаточным условием для 
ого, чтобы в классе /У, существовала функция Г(г), такая, что почти 
։сюду Т (л) | = Ф (х). является условие

1п Ф(л)
(1)

Если условие Ф (л) £ £։ (—оо, оо) заменить условием Ф(л)<С, то 
класс Н2 надо будет заменить классом голоморфных и ограниченных 
в верхней полуплоскости функций. При этом условие (1) будет необ
ходимым также в более широком классе — в классе голоморфных в 
верхней полуплоскости функций конечной степени.
I Целью настоящей заметки является установление следующих 
Георем.
I Теорема 1. Пусть Ф(л) — неотрицательная ограниченная 
Пункция на (— оо, оо) и пусть интеграл

1п Ф(л) Р > 0 — целое число (П

сходится. Тогда существует голоморфная в верхней полуплоскости 
функция /(л), удовлетворяющая условиям
I а) / (2)=^ 0 при Т>0

6) |/(г)<Сехр(^|гГ՛) 1тз>0

в) |/(л)| = Ф(л).
Обратная теорема верна в следующей формулировке.
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Теорема I . Если /(г) голоморфна в верхней полуплоскости 
и удовлетворяет условиям а. б. в, причем р четное число, то 
интеграл (Г) будет сходиться.

2\ При доказательстве теоремы I будет использовано специаль
ное представление гармонических функций, имеющих степенной рост 
в полуплоскости с помощью видоизмененного ядра Пуассона

1 

t - г
kp (t; ?) = Im (2)

Следующие утверждения доказываются по схеме доказательств 
лемм 2 и 3 и теоремы 4 главы V монографии (։).

Лемма I. Если //(Л непрерывна на (—<х>, ос), «(/) = ») при 
( < I и и р~' и существует интеграл ' *

I и(ОГ։*+։,Л, (I")

/по с\чце< твует также интеграл

v(z}- — { u(t)kp(t\z)dt 
J

(3)

оля любого невещественного При этом ։•(£)—гармоническая в 
верхней полуплоскости функция со значениями м(х) на ( — ж>, ос) и 
удовлетворяющая неравенству

»(г)|<С, 1 : г' 1 Jsin (р 4֊ 1) ft 4- I sin /7» 
Sin’ ft г = re1՝.

Если еще известно, что и (t) 0 на (— ос, ос), то справедлива оценка

Д'(֊)СО(|гГ1)

во всей верхней полуплоскости.
Теорема 2. Иля того, чтобы функция m(z), гармоническая 

в полуплоскости у^>(). непрерывная в замкнутой полуплоскости 
у > 0, равная нулю на отрезке -1 < л \ и удовлетворяющая ус
ловию я

'« (2)10.2 4 при г —ос,

пр*'Оставлялась в doptte 

и (г) - J u(t)k„(t-z) dt-\
/>т 1

V a.r’sinAft,
*-1

с = re1՝՝. (4)

необходимо и достаточна, чтобы сходился интеграл

При этом коэффициенты а., в 14) определяются формулами 
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При иных предположениях иредстанлени* (41 ш; зчано Р Неванлинна 
(։). При доказательстве достаточности мы пользуемся следующим 
фактом.

.Лемма 2. Если гармоническая в верхней fio.iyn.hu кости 
Функция к՛ (г) удовлетворяет неравенству

w (г) •• 4՝։ 4- г. г

и и՛ (л) = 0, то она ичеет вид

к՛ (ге*)
pt ։

■= v etr* чп *■։*.
»-։

гОе ak — вещественны.
Доказательство. Продолжим ?г(г) нечетно относительно 

у и нижнюю полуплоскость. Из формуль Карлена на. учитывая, что 
гс(д) = 0, получим

С
—— i w(Re° ) sin ։»</•» = 0(1),

[ «Я о
или

j* w(Ren ) sin = О (R).

Далее,

j |tr (Re՛11) — uf- (Re1*)) sin ^db O(/?), 
0

ж ж"Ь • •
i w_ (Re*) sin Orfh = О {R) + i «ч (W^9) sin W O(R)~

О o

+ 0(/?^x։) = 0(«^41). 
t, e.

J | гг (Re՛3) sin il|d«* O{R”lY

Mt ;>



Пусп

Тогда
Г.

— I w (Re*") sin kbdti » akR*.
* J о 

la лее, '' * ria ■
« r

a»/?* = “ \ a՛ (ffe'1*) sin ■)• ֊■n < — I w(Re“>) sin I» X 
г J , sin ։• - J

о 0

$1пМ
З1п Н

dt <. c* | w Re1*) sin VtfO = О (R՞ 1). 
u

что возможно только в случае аР+։ = ар^з = ••• =0.
3°. Прежде чем перейти к доказательству теорем 1 и Г, мы не

сколько обобщим извести} к> формулу Карлемана

2 /’ _-^)81пО>=- [|п1Г(/?е'в)|51п»^ +
Г* R՛ “R д’ л и
* 11՝^«

+ Л 17 - ?.Л|П /-(л)Л(֊х)|4/д-4-0(1). (5)
2г ։) \ х- R*/

Именно при любом натуральном р верно равенство

p
In | F(Reib) | sin/># —

0

Здесь Л(г|— голоморфная функция в области

0</ 'и ^R, 1тг >0, (7)
1Э* а а. = г е ее корни а этой области.

Формулу (6) можно получить, применяя формулу Грина

j (u6v vSHfdAdy 

о
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К функциям — R-'1 г '•)Лпр«. 1- = 1п|/г(г) в области (7) без
кружков с центрами в точках ад и впоследствии устремляя к нулю 
радиусы этих кружков.

Доказательство теоремы 1. Не нарушая общности, 
можно предположить, что Ф(х) 1 на ( — х, оо) и Ф(х) = 1 при 
[х|< 1.
| Тогда по лемме 1 функция

I л(г) = й I

армоннчна п верхней полуплоскости и

Нт I (х + (у) = 1п Ф (х) 
г *0

К(г)<О(|г^+1) 1тд>0.

оломорфная функция 
/(г) = ехр (л (г) + <> (г) .

де р(г) сопряженная с и (г) гармоническая функция, будет искомой
Доказательство теоремы г. Так как /(г) Ф 0, то и։

формулы Карлемана (5) получим

О 1 Йп /(₽«'•) ։тМ« + ?֊ (7’։ — “)Х
? 2* \л* R2
О I

X 1л /(Х)|/(֊Х) </х + 0(1).
ак как согласно условию 1п|/(х»/( х! 0, то

1 1 1п /<Яе*)|$|пМ1> 0(1) 
“к ։1

и
(8)

(ри юстаточно больших /?. С другой стороны.

| 1п |/(Яг'9) 151п № ^0(Я^')

1з (Я) и (9) следует, что

| 1п|/(₽е։։)|з1п&<Г» =0(Я՜’ ').

(9)

(Ю)

В формулы (10) к второго условия теоремы, как и при доказатель 
тве леммы 2, получим

,1п /(/?<’'•) ||&1л(р -I- 1)» ^֊-О(Я" ')- (Н)

И



Напишем формул) (6) для Г(г) ~0 с заменой р на р 1

°1 ln f (Re""> Isln (Z’ + J >֊1֊ 

J • .
P I .

+ ..l I ln 7<x> 1 (-J+2-------) dx + О (1).
--Ь Л R 7

Из (11) и (6') следует, что при /?-*эс 

• \ •* /\ ' -к

(6>

или. если учесть четность р, 
2р
ГНп /иII/. х*+* \ .

.1 л^+‘- \ (2₽^+։ рХг-‘

откуда
2Р 
\ 1ч /(*) /. х^+® \ ,

Л^2 ( 12/?)**2 ГЛ<Г

и тем более 
/?
I 125^М_Л<С.

-р
5 стремляя /?֊+х, получим

In Ф (х)
dx <'

Замечание. Пример функции /(г) = е ‘ показынает, что ус
ловие четности р нельзя отбросить. Но если Ф(л) = с при ос< д-< 1. 
го. как видно из доказательства, условие (Г) является необходимым 
при любом целом /».

Харьковский 1осу1лрсгпеннин чннверснтет 
им. .М. Горького

Институт математики и механики 
Академик наук Армянской ССР
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P 311 ԼԽԱՆ 1)4. հ. շ. և!19Ա9րՏԱՆ

Վի1'ւևրի և ՊԼ||»|> մ՛ի p Լորն մ*ի рГн|1|и«Сгւսցni (Гр կիսահարթա pint 
1|<|нГ*мпи1риГ| uitfftnqv !{<urq|i b Gnrif«u| «խցի ֆւո 6l(gիuiGк rի ԽսՀար

լ *ԿՒՒ թե^րեմր (Կր Ф<дг)-Г
«? րաք—Հ-Ъ >М. Լ է ՝ (— ос Во) 1'”■>>' Н. ТЧ** -
?•••* «է.Ն4Ն«ր մի Ւ (ր| ար Նր« եցրայֆՆ
ֆրաՀան -"~Ն9քՒ 4ք~ Տե^աւրեր ;«յրՆ|Ն1Ն ф (ր).չ Ա-. (, А
ր ա У ա» ք <—ր • *•/» «ւՆԼՆ*» (!) Աքայւ/ահրւ

ьрь փ(л) (• ձէ(— օօ. «յ ^այմանր Ф(п ք ну
ղ»աար% •/Լքի* ^««М և աահ»քֆ^, Նէքցիաներֆ

հցրաէէացէ^թյ^ւՆր ց^էյա[ ՏԼք ք/Նար О 7 -րա,էք (Կ •ЬС^.-
մ&{»> Հ Նա4 м»Д ցեսքքոլմ, երթ Г(Г) ֆ • ւ ն 1յ ց ք»ա յք» * ա 4 մ աՆ ա թ

փ^խարֆնե^ր ա^ե/ֆ թ"ԼԱ Ւ (X | Ч С С1р Г, 1 *
«Հ ցվաւ յ Հ, ար եթԼ է1 ք ••քա/մանրէ որաեց р О -<ш4-

Г^Ч} НИ Н*~'~ГР*'Рհաքաւքարֆ к Л։ бг В ^в.
հ^Նքեերի\ րա^արարաց ֆալեՀցֆաէ Հ-Հաց-րձ թեարԼմր ձիքա, է. ԼթԼ ր֊Հ 
\НН էք

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈէ^ՅՈ Ւ Ն

1 H ftuHtp. Р. ГЬли. 11 pv обрадован не Фурье к комплексной области М, I9M. 
: Л. Я. JltnuH. Распределение корней целых функции. М . J956 1 Р. Иеланлаш<а. 
Ada Soc. Scl. Fenn. 50г» 12 (1925)


