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В работе исследуется нерелятивистское приближение в рамках 39-ком-
понентной теории первого порядка для частицы со спином 3/2 в искривлённом 
пространстве-времени во внешних электромагнитных полях. Исходя из общеко-
вариантных матричных уравнений, обобщённых с помощью тетрадного метода 
Вейля–Фока–Иваненко, применяются явные формы четырёх основных матриц 

Γa  размерности 16 16  в соответствующей системе первого порядка. Анализ 

проводится для метрик пространства-времени, допускающих существование не-
релятивистских уравнений. 

Для разделения больших и малых компонент полной волновой функции 

из минимального многочлена четвёртой степени матрицы 0
16 16  строятся три 

проективных оператора. Получены явные формы этих компонент и выделен 
набор независимых переменных; в частности, среди больших компонент незави-
симыми оказываются только четыре. 

Следуя стандартной процедуре, выведена нерелятивистская система 
уравнений для четырёхкомпонентной волновой функции. Полученный гамильто-
ниан содержит члены от электромагнитного поля, а также дополнительные гео-
метрические вклады, выраженные через коэффициенты вращения Риччи, скаляр 
Риччи R и тензор Риччи Rab. Отдельно выделен член, описывающий взаимодействие 
магнитного момента частицы со спином 3/2 с внешним магнитным полем, выра-
женный через спиновые матрицы Si и компоненты вектора магнитного поля B. 

1. Введение

После фундаментальных исследований Паули–Фирца [1,2] и Рариты–Швин-
гера [3] теория частиц со спином 3/2 получила широкое развитие [4–14]. В более 
поздних работах [15–17] для частицы со спином 3/2 во внешних магнитных и 
кулоновских полях были получены точные решения и определены соответству-
ющие энергетические спектры. Эти результаты были получены из систем 16 
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уравнений в полярных и радиальных координатах, полученных методом разде-
ления переменных. Однако, насколько нам известно, явный вид соответствую-
щих нерелятивистских гамильтонианов ранее не был представлен. 

В настоящей работе эта задача решается путём получения уравнения типа 
Паули для частицы со спином 3/2 в присутствии произвольных электромагнит-
ных полей и общей метрики пространства-времени, допускающей квантово-ме-
ханическое нерелятивистское описание. Мы определяем явную форму 
соответствующего гамильтониана и проверяем корректность и практическую 
применимость результата на частном примере — для частицы со спином 3/2 во 
внешнем однородном магнитном поле. В этом случае полученный результат сов-
падает с ранее известными [15,16]. 

В принципе, общий вид нерелятивистского гамильтониана может быть явно 
установлен для произвольных внешних электромагнитных полей и метрик под-
ходящей структуры. Аналогичный подход может быть также распространён на 
частицы со спином 2. В этом случае анализ становится более сложным, по-
скольку необходимо исходить из системы 39 уравнений первого порядка, сфор-
мулированной Фёдоровым [18] и Редже [19]. Тем не менее, общая логика вывода 
остаётся той же, что и для случая со спином 3/2. 

Интерес к нерелятивистскому описанию частиц высокого спина продикто-
ван как теоретическими, так и практическими соображениями, поскольку ча-
стицы со спином 3/2 и 2 экспериментально наблюдаются в виде резонансов. 

2. Основное уравнение 

Общековариантное уравнение для частицы со спином 3/2 [1–4] имеет вид 

  5     1
Ψ 0,    Γ ,

2
x iD M D ieA

        
         
 

  (1) 

и может быть эквивалентно записано в локальной тетрадной форме: 

    5                     ( ) ( ) Ψ 0,    ( ) ,ca can l l can n
k c a n a n l k ki D M             (2) 

где обобщённые ковариантные производные определяются как 

            1
 Σ .

2
ps ps

a aps aa aD e ieA I I j e ieA 
                 (3) 

3. Большие и малые нерелятивистские компоненты 

Волновая функция может быть представлена в виде матрицы, где первый 
индекс A  соответствует биспинорной компоненте, а второй индекс  n  — 4-век-

торной компоненте: 

  

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

Ψ .A n

f f f f

g g g g

h h h h

d d d d

  (4) 
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Полную систему Ψ  удобно рассматривать как 16-мерный столбец. 
Основное уравнение целесообразно записать в матричной форме: 

  1 2 3
0 0 1 2 3 Ψ 0.Y D Y D Y D Y D iM      (5) 

В нерелятивистском пределе большие и малые компоненты определяются при 

помощи проективных операторов, построенных из матрицы 0Y . Эта матрица 
удовлетворяет минимальному многочлену четвёртой степени: 

  2 2
0 0 16 0.Y Y I   (6) 

Соответственно, существуют три проективных оператора (ниже приведены их 
явные формы), 

    2 2 2
0 16 0 1 0 16 2 0 16

1 1
,    ,    ,

2 2
P I Y P P Y Y I P P Y Y I            (7) 

которые обладают стандартными свойствами ортогональности и полноты. 

 2 2 2
0 16 0 0 1 1 2 2,    ,    ,    .P P P I P P P P P P        (8) 

Таким образом, получаются три проективные компоненты, каждая из которых 
содержит определённое число независимых переменных. 

 0 0 1 1 2 2    Ψ Ψ ,    Ψ Ψ Ψ,    Ψ Ψ Ψ,P P P       (9) 

 

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

0 1

0 2

0 3

0 4

1 2 3 5

3 1 2 6

3 1 2 7

1 2 3 8

0

1 2 3 5

3 1 2 6

3 1 2 7

1 2 3 8

3 1 2 6

1 2 3 5

1 2 3 8

3 1 2 7

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

/ 3

f S

g S

h S

d S

f if g S

f g ig S

d h ih S

d id h S

if f ig iS

i f g ig iS

i d h h iS

i d id h iS

f g ig S

f if g S

d id h S

d h ih S

 

 

  

 
  

   

 

  

 

 

   

 

  
 

(10)
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 
 
 
 

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1

0

0

0

0

2 2

2 2

2 2

2 21

6 2 2

2 2

2 2

2 2

2

d f if g h ih

d id f g ig h

d f if g h ih

d id f g ig h

i d f if g h ih

i d id f g ig h

i d f if g h ih

i d id f g ig h

d id f g i



     

     

    

    
 

    

    

     

     

   

1

2

1

2

3

4

3

4

2 3 5

3 1 2 3 1 2 6

1 2 3 1 2 3 5

3 1 2 3 1 2 6

0

0

0

0

.

2

2 2

2 2

2 2

P

P

P

P

P

P

P

P

g h P

d f if g h ih P

d id f g ig h P

d f if g h ih P












     

      

     
 

(11) 

 

 
 
 
 

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1

0

0

0

0

2 2

2 2

2 2

2 21

6 2 2

2 2

2 2

2 2

2

d f if g h ih

d id f g ig h

d f if g h ih

d id f g ig h

i d f if g h ih

i d id f g ig h

i d f if g h ih

i d id f g ig h

d id f g



    

    

    

    


     

     

     

     

   





1

2

1

2

3

4

3

4

2 3 5

3 1 2 3 1 2 6

1 2 3 1 2 3 5

3 1 2 3 1 2 6

0

0

0

0

2

2 2

2 2

2 2

L

L

L

L

L

L

L

L

ig h L

d f if g h ih L

d id f g ig h L

d f if g h ih L





    

     

    
 

(12) 
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При переходе к нерелятивистскому приближению компоненту Ψ  рассмат-

риваем как «большую», а Ψ  и 0Ψ  — как «малые»: ,; ,.i i i iP L S L   В общей 
сложности имеем 20 переменных. 

      1 6 0 1 8 1 6Ψ :    ,..., ;    Ψ :    ,..., ,    Ψ :    ,..., .L L S S P P   (13) 

Между большими и малыми компонентами существуют соотношения (ограниче-
ния), которые позволяют выразить часть переменных через другие: 

 3 6 1 4 5 2,    ,iL L L iL L L     (14) 

 1 3 6 2 4 50,    0.P iP P P iP P       (15) 
Введя новые обозначения 1 12,...,y y , 

 5 1 1 6 2 2 7 1 3 8 2 4,    ,    ,    ,S P y S P y S P y S P y         (16) 

 5 3 5 6 4 6 7 3 7 8 4 8,    ,    ,    ,iS P y iS P y iS P y iS P y         (17) 

 6 5 9 5 6 10 8 5 11 7 6 12,    ,    ,    ,S P y S P y S P y S P y           (18) 

четыре независимые переменные 5 6 7 8, , ,S S S S  могут быть выражены через 12 
вспомогательных y -переменных. Это обеспечивает возможность построения за-

мкнутой системы для независимых больших компонент. 

4. Нерелятивистское приближение 

Нерелятивистское приближение возможно только в моделях пространства–
времени со следующей структурой: 

      
   

2 0 2
1 0

( ) ,    .
0

i j
ij a

i k

dS dx g x dx dx e x
e x

    (19) 

В этих моделях ненулевыми оказываются лишь четыре связи: 

          0 0
1 1

Σ     ,    Σ     ,
2 2

ik m ik m
l lk m k mi iJ e e J e e     (20) 

а вклад трёх генераторов 01 02 03, ,J J J  отсутствует. 
Базовое матричное уравнение в нерелятивистской метрике для частицы со 

спином 3/2 имеет следующий вид: 

  0 1 2 3
0 1 2 3 Ψ 0,Y D Y D Y D Y D iM      (21) 

где 

 
     

       

23 23
0 0 0 23 0

31 31 12 12
31 0 12 0 ,

D ieA I I j

I I j I I j

         

          
 (22) 

 
       

       

23 23
1 23 11

31 31 12 12
31 1 12 1,

k
k kD e ieA I I j

I I j I I j

         

          
 (23) 

 
       

       

23 23
2 23 22

31 31 12 12
31 2 12 2 ,

k
k kD e ieA I I j

I I j I I j

         

          
 (24) 
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     

       

23 23
3 23 3

31 31 12 12
31 3 12 3.

k kD ieA I I j

I I j I I j

         

          
 (25) 

В этом уравнении можно выделить слагаемые, различающиеся по своему физи-
ческому смыслу: одни отвечают за динамику в электромагнитном поле, дру-
гие — за геометрические эффекты, связанные с коэффициентами Риччи. Для 12 
коэффициентов Риччи, необходимых в дальнейших выводах, удобно ввести сле-
дующие специальные обозначения: 

 

10 230 20 310 30 120

11 231 21 311 31 121

12 232 22 312 32 122

13 233 23 313 33 123

,    ,    ,

,    ,    ,

,    ,    ,

,    ,    .

G G G

G G G

G G G

G G G

     

     

     

     

 (26) 

В основном уравнении (21) можно выделить две части: 
    0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ 0,Y D Y D Y D Y D iM Q Q Q Q          (27) 

где 
            0 0 0 1 2 31 2,    ,    ,    ,k k

k k k k k kD ieA D e ieA D e ieA D ieA             (28) 

      0 0 23 23 31 31 12 12
10 20 30Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ,Q Y j G j G j G          

    (29) 

      1 1 23 23 31 31 12 12
11 21 31Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ,Q Y j G j G j G          

    (30) 

      2 2 23 23 31 31 12 12
12 22 32Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ,Q Y j G j G j G          

    (31) 

      3 3 23 23 31 31 12 12
13 23 33Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ .Q Y j G j G j G          

    (32) 

После проведения необходимых преобразований и разделения всех компонент на 
большие и малые получается 16 достаточно громоздких уравнений, которые 
здесь не воспроизводятся. 

Известно, что при выполнении нерелятивистского приближения вовлечен-
ным величинам приписываются следующие порядки малости: 

 00 2 2
.. .. ..1,    ,    ,    ,    ,    ,    .j ij jD G GD
L S y x x x x x

M M M M
       (33) 

В дальнейшем нам понадобятся только уравнения порядков x  и 2x . С учётом 
этого система разделяется на уравнения указанных порядков. 

Уравнения порядка x  позволяют выразить малые компоненты через произ-
водные 0D  и jD , действующие на большие компоненты 1 2 5 6, , ,L L L L , а также че-

рез коэффициенты Риччи. Подставляя эти малые компоненты в уравнения 
порядка 2x , получаем шесть уравнений для четырёх независимых больших пере-
менных 1 2 5 6, , ,L L L L . Эти уравнения содержат члены вида 02 AMD L , где 

1,2,5,6A  . Можно показать, что лишь четыре из этих уравнений являются неза-
висимыми. В дальнейшем мы будем работать именно с этим сокращённым набо-
ром. Так как уравнения остаются достаточно громоздкими, мы временно 
исключаем все члены, содержащие коэффициенты вращения Риччи, что факти-
чески соответствует возвращению к случаю декартовых координат в  
пространстве Минковского. 
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Далее преобразуем эту систему из четырёх уравнений к новому набору пе-
ременных: 
 1 1 6 2 2 5 3 1 6 4 2 5Ψ ,    Ψ ,    Ψ 2 ,    Ψ 2 .L L L L L L L L         (34) 
При следующих обозначениях: 
 2 3 3 2 23 3 1 1 3 31 1 2 2 3 12,    ,    ,D D D D D D D DD D DD D D D       (35) 

      1 1 2 2 3 3 0 0 0Δ ,    ,    ,k
j k kjD D D D D D D ieA D e ieA          (36) 

они имеют вид: 

 0 1 1 12 1 31 2 23 2 12 3 23 4
1 1 1

Ψ ΔΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ... 0,
2 6 2 6 3 3

i i i
MiD i D D D D D         (37) 

 0 2 2 12 2 31 1 23 1 23 3 12 4
1 1

Ψ ΔΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ... 0,
2 6 2 6 3 3

i i i i
MiD D D D D D          (38) 

 0 3 3 12 3 31 2 23 2 31 4 23 4
1 1 1

Ψ ΔΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ... 0,
2 2 3 3 6 6

i i i
MiD D D D D D         (39) 

 0 4 4 12 4 31 1 23 1 31 3 23 3
1 1 1

Ψ ΔΨ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ ... 0,
2 2 3 3 6 6

i i i
MiD D D D D D         (40) 

где многоточие обозначает опущенные слагаемые. Эта система может быть запи-
сана в компактной матричной форме: 

  

1

2

0 1 23 2 31 3 12

3

4

Ψ

Ψ 1
Ψ ,    Ψ ΔΨ Ψ 0,

2Ψ

Ψ

iMD S D S D S D       (41) 

 
1 2 3

3
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

3
0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
,    ,    ,

1 3
0 0 0 1 0 0 0 0

2 2 2

1 3
0 0 1 0 0 0 0 0

2 2

 

2

i i
i i

i i
i i

S S S
i i

i

i i
i

  

 
  

  

 

 (42) 

Эти матрицы удовлетворяют стандартным коммутаторным соотношениям. 

, , .i j j i i j k kS S S S S   С помощью подходящего линейного преобразования вво-

дятся новые спиновые матрицы 

 
1 2 3

1 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2

3 3 1
0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 2
, , .

3 3 1
0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 2

1 3
0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0

2

i

i
i

S S S
i

i

i

  

   
  

  



 (43) 



310 

Если теперь провести аналогичные вычисления, но сохранив все члены, содер-
жащие коэффициенты Риччи, система принимает более сложный вид. Её также 
можно записать в матричной форме. 

 

   
       
   

0 0 1 23 2 31 3 12

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

2 Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ ΔΨ 0.

M D A S D S D S D

D A A B D D A A B D

D A A B D

    

     

   

 (44) 

Матрицы 0 1 2 3, , ,A A A A  и 1 2 3, ,B B B  линейно зависят от девяти коэффициентов 

Риччи; матрица   зависит от произведений коэффициентов Риччи .. ..G G . 
Оказывается, что все эти матрицы могут быть разложены в линейные ком-

бинации девяти независимых базисных   элементов (спиновых матриц и их про-
изведений): 

 

1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 4 2 5 3 6

2 3 7 3 1 8 1 2 9

,    ,    ,

,    ,    ,

,    ,    ,

S t S t S t

S t S t S t

S S t S S t S S t

  

  

  

 (45) 

и аналогичные разложения выполняются также для матриц 0A  и  . 
Таким образом, в нерелятивистском гамильтониане возникают дополнитель-

ные геометрические члены, которые зависят от коэффициентов вращения Риччи 

abG , скаляра Риччи  R x  и тетрадных компонент тензора Риччи: 

                  .ab a bR x R x e e R x
    (46) 

5. Пример: частица в электрическом и магнитном полях 

Используя цилиндрические координаты  , , ,x t r z   , рассмотрим случай 

однородных электрического и магнитного полей: 

  
2 2 2 2 2 2

1 0 0 0

0 1 0 0
,    ,

0 0 1 0

0 0 0 1

adS dt dr r d dz e
r

       (47) 

 122
1

0 ,   1 ,    2 ,    3 ,    ,t r z
r

       (48) 

  0 0 0 1 2 3 122
1 1

,   ,   ,   ,   ,r r z zD ieA D ieA D ieA D ieA
r r

                (49) 

Обратимся к ситуации, когда магнитное и электрическое поля действуют вдоль 
оси z . 

 
2

0 1 2 3
1

,    ,  ,  ,
2

t r z
Br

D ieEz D D ie D
r


           
 

 (50) 

 
2 2

2
0 2 2

1
0,    Δ ( ) ,

2

ieB
A r

r r z


 
     

 
 (51) 
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2

23 31 12 2

1
0,    0,    ,

2

Br
D D D ie

r


       
 

 (52) 

В этом случае основное уравнение типа Паули принимает вид: 

 
 

       

2 2 2
2

32 2 2

2

1 1 1 2 2 3 3

1 1 1
Ψ [ ) Ψ Ψ

2 2 3 2

1
Σ Ψ 0.

2 2

t

r r z

ieB i Br
i ieEz r ie S

M r r z M r

i Br
A A B A B ie A B

M r

 



                     

                
  

 (53) 

При этом участвующие матрицы имеют следующий вид: 

  1 1 1 2 22

9 0 0 0 3 / 2 0 0 0

0 1 0 0 0 1/ 2 0 06 8
 , , ,

0 0 1 0 0 0 1/ 2 0

0 0 0 9 0 0 0 3 / 2

r
i i

A A B I A B
r r r




         (54) 

 3 3 32

9 0 0 0 3 / 2 0 0 0

0 1 0 0 0 1/ 2 0 03
0,    Σ ,    .

0 0 1 0 0 0 1/ 2 0

0 0 0 9 0 0 0 3 / 2

i
A B S

r




     (55) 

Эта структура показывает, что в цилиндрическом базисе нерелятивистское урав-
нение распадается на четыре несвязанных уравнения одинакового вида. Соответ-
ственно, гамильтониан принимает особо простой вид. 

6. Заключение 

Цель настоящей работы заключалась в разработке процедуры выполнения 
нерелятивистского приближения в рамках 39-компонентной теории первого по-
рядка для частицы со спином 3/2 в искривлённом пространстве-времени при 
наличии внешних электромагнитных полей. 

Для разделения больших и малых компонент полной волновой функции 
были использованы три проективных оператора, построенные на основе мини-
мального многочлена четвёртой степени для матрицы 0

16 16 . Соответствующие 

большие и малые компоненты получены в явном виде, среди них выделены не-
зависимые переменные; в частности, среди больших компонент независимыми 
оказываются только четыре. 

Следуя стандартной процедуре, выведена нерелятивистская система уравне-
ний для четырёхкомпонентной волновой функции. Полученный гамильтониан 
зависит от электромагнитного поля, а дополнительные геометрические члены 
определяются коэффициентами вращения Риччи; эти члены выражаются через 
скаляр Риччи R  и тензор Риччи abR  в тетрадной форме. Отдельно выделен член, 

описывающий взаимодействие магнитного момента частицы со спином 3/2 с 
внешним магнитным полем; этот дополнительный член построен с использова-
нием спиновых матриц iS  и компонент вектора магнитного поля B. 
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NONRELATIVISTIC APPROXIMATION FOR A SPIN-3/2 PARTICLE IN 
COMBINED ELECTROMAGNETIC AND GRAVITATIONAL FIELDS 

A.V. IVASHKEVICH,  V.M. RED’KOV,  M.K. MARGARYAN,  A.M. ISHKHANYAN 

This paper investigates the nonrelativistic approximation in the first-order 39-
component theory for a spin-3/2 particle in curved spacetime under external electromagnetic 
fields. Starting from the generally covariant matrix equations, generalized via the Weyl-Fock-

Ivanenko tetrad method, we employ explicit forms of the four main Γa  matrices of dimension 
16 16  within the corresponding first-order system. The analysis is carried out for spacetime 

metrics that permit the existence of nonrelativistic equations.  
To separate the large and small components of the complete wave function, three 

projective operators are constructed from the fourth-order minimal polynomial of the 16 16  
0Γ  matrix. The explicit forms of these components are obtained, and the set of independent 

variables is identified; in particular, only four large components are independent.  
Following the standard procedure, we derive the nonrelativistic system of equations for 

a 4-component wave function. The resulting Hamiltonian includes contributions from the 
electromagnetic field and additional geometric terms expressed through the Ricci rotation 

coefficients, Ricci scalar R  and Ricci tensor abR . We also isolate the term describing the 

interaction between the magnetic moment of the spin-3/2 particle and the external magnetic 

field. This interaction term is expressed via the spin matrices iS  and the components of the 

magnetic field vector B.  
 
 


