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Об одном способе построения полной системы собственных 
функционалов самосопряженных операторов

с лебеговским спектром

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном 29/ХП 1964)

п. 1. Пусть Н сепарабельное гильбертовое пространство, а А 
действующий в нем самосопряженный оператор с областью определения 
Од. Предположим пока, что спектр оператора А простой и чисто непре­
рывный,тогда, в соответствии с основной теоремой спектральной тео­
рии самосопряженных операторов, существуют неубывающая на веще­
ственной оси функция р(а) и такое изометрическое отображение Г 
пространства Н на гильбертовое пространство комплексных функ­
ций, интегрируемых с квадратом модуля по мере р(л), которое „диа­
гонализирует- оператор А в том смысле, что

1/Я V՜' = УЕ,
т. е. при этом отображении оператор А переходит в оператор умно- 
жения на независимую переменную.

При этом, если § так называемый порождающии элемент, то 
имеют место соотношения

+ ~
(Л.Л)= А.лел' «о

— ОО

Л/= (кРЩ'/Е^, (2)

--  ОО

где Е)—соответствующее А разложение единицы, Е(Х) I /• . ( )

£щ2. Пусть (Д| совокупность борелевскнх подмножеств веще­

ственной оси. Если Л есть интервал («.₽). то положим Е ^)=Е, -Е„

р(Л) = р(р) — р (а) и т. д.
Известно, что в случае непрерывною 

пространства пустые, т. е. уравнение

спектра собственные под-



Аи = км (3)
не имеет отличных от нуля решений, принадлежащих /7, и в пред­
ставлении (2) вместо собственных элементов участвуют элементы 
КХ=ЕХК, представляющие собой полную систему так называемых 
дифференциальных решений, т. е. таких, что для всякого интервала
Л вещественной оси удовлетворяется уравнение

А (£Л) = I (3.)
д

и из (/, £х) = 0, /£/7, а к произвольно вытекает / — 0.
Однако очень часто (в особенности при исследовании дифферен­

циальных операторов, действующих в различных функциональных 
пространствах) оказывается удобнее иметь дело с уравнением (3) при 
фиксированных значениях параметра к, т. е. с собственными функ­
циями, понимаемыми в том или ином обобщенном смысле, чем с урав­
нением (3*)  пли с дифференциальными решениями.

Вместе с тем, несмотря на максимальную общность и фундамен­
тальную роль, которую играет представление (1), (2) в теории разло­
жения самосопряженных операторов, оно не указывает в явной форме 
собственных функций, по которым должно производиться спектральное 
разложение в случае операторов с непрерывным спектром. Поэтому, 
в частности, спектральная теория дифференциальных операторов про­
должает интенсивно разрабатываться (1-11) и после установления упо­
мянутого выше фундаментального результата, содержащегося в пред­
ставлении (1), (2).

п. 3. Проведенное нами исследование спектральных разложений, 
порожденных простейшими дифференциальными операторами гипербо­
лического типа (12), привело нас (10) к следующей общей теореме, 
представляющей собой ту трактовку основной спектральной теоремы, 
которая соответствует высказанным в п. 2 соображениям.

Теорема 1. Пусть А произвольный самосопряженный в Н 
оператор с областью определения 1дА с простым и чисто непре­
рывным спектром, тогда существует линейное пространство 
состоящее из всюду плотного в Н множества элементов, принад­
лежащих ПА , сходитость в котором влечет сходимость в Н, и 
семейство функционалов со следующими свойствами:

1 . (инвариантность)
2 . Л (А^) = ).Гх(ф), (диагональность)

+ «> г

3°. (/, <р) = 1 Е (к) 7\(ф)^р(к), £ 2л (формула разложения)
— ао

4- И7Т= С | П(/)։ ^р(к), №д (полнота).
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Здесь мы не будем приводить доказательства, а укажем лишь, как 
пожне строить пространство '_>л и семейство функционалов У». Пусть 
С, линейное пространство непрерывных на вещественной оси и фи­
нитных (исчезающих вне некоторых компактов) функций, в котором 
последовательность Л„ (л) называется сходящейся к нулю, если /,,(/) 
исчезают вне фиксированного компакта, на котором они стремятся к 
нулю равномерно.

Положим 2д = V Со, тогда сходимость в пространстве Со есте­
ственным ооразом индуцирует в 2д соответствующую топологию и 
превращает 2д в линейное пространство. Функционалы Л опреде­
ляются по формуле

Л (<р) = бл (Vq>), ф$2д, (4)

где 2;, — функционал Дирака, сосредоточенный в точке X, тогда 
утверждения теоремы без труда проверяются. Функционалы Л есте­
ственно называть собственными функционалами оператора А, тогда 
содержащаяся в теореме 1 форма основной спектральное։ теоремы 
может быть сформулирована следующим образом: любой самосопря­
женный оператор А с простым и чисто непрерывным спектром обла­
дает полной системой собственных функционалов 7л, непрерывных в 
топологии пространства 2л, и произвольный функционал, изоморфный 
элементу из А/, допускает разложение в обобщенный интеграл Фурье 
по этим функционалам по формуле

(/,ф) = (5)

Таким образом, как пространство, так и функционалы 7\ строятся 
посредством изометрических операторов I и V , которые при ис­
следовании самосопряженных операторов, разумеется, нельзя предпо­
лагать известными. Тем не менее, в тех случаях, когда резольвента 
R, оператора А для невещественных г уже построена, то можно ука­
зать явное выражение оператора I на некотором всюду плотном 
множестве в Ь2.

3 самом деле, пусть регулярная аналитическая функция
на спектре оператора А, а Г контур на комплексной плоскости, охва­
тывающий весь спектр и лежащий в области регулярности функции 
Ч*),  тогда можно доказать, что

J/-1 и м = - -1- I « (2) R-gdz. 
2-i J

Г

(6)

Заметим далее, что из сходимости
метрике Н вытекает сходимость почти
которой подпоследовательности I Jnk> н0

элементов /я к нулю в 
везде по мере р(^) лишь йе­
не обязательно всей после-

Довательности.
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Проанализировав сказанное выше, можно убедиться, что топ01() ' 
гию в Н достаточно усилить лишь настолько, чтобы из сходим^ст 

в этой усиленной топологии следовала сходимость 1/Д почти всюду 
по мере р(л). Очевидно, что выбранная в топология этому уС10 
вию удовлетворяет, хотя она в указанном смысле не оптимальна, !

п. 4. В этом пункте мы дополнительно предполагаем, что спектр | 
оператора А является лебеговским, т. е. отвечающая ему спектраль-Ц 
ная плотность р(Х) абсолютно непрерывна по мере Лебега. Мы укажем’
конструкцию, которая описывается исключительно в терминах резоль­
венты и позволяет строить полную систему собственных функциона- ։ 
лов. По-видимому, такими же или близкими построениями можно ' 
строить собственные функционалы и без упомянутого выше ограниче-1 
ния на спектральную плотность, однако доказывать это мы не умеем.

Лемма. Пусть А самосопряженный оператор с простыми 
лебеговским спектром и пусть /VI = некоторая счетная и 
плотная в Н совокутность элементов тогда существует
множество точек А=(л) полной р-меры, такое, что

К? = Пт —у1- ((/?«+/, — ф) (7)
2кгр ().)

для всех <р £ М и л £ Л. ’
В самом деле, пусть Ф (X) = У<р, тогда очевидно для всех неве­

щественных 2 = с + I- (тт=0> будем иметь

<Р)=
Л֊*  — ОО

или г> силу абсолютной непрерывности р(л)

- Л1’-¥֊Ф(Ч >»

2тсг 2кг 1 X — г

Таким образом, при каждом фиксированном <?£// левая часть в 
формуле (8) представляет собой регулярную вне вещественной оси 
аналитическую функцию 2, представимую интегралом типа Коши, 
поэтому на основании известной леммы И. И. Привалова заключаем, 
что существует совокупность точек А? полной лебеговской меры та­
кая, что

11П1 -^ ( (7?, + 1т — ) £, <р) — р' (3) Ф (3)
+о 2лг

для всех Л,?. Пусть теперь Л*=  А Л?, где пересечение берется по 
всем <р£Л1, тогда очевидно Л*  имеет полную р-меру. Очевидно также, 
что множество точек, в которых р' (л) отлично от нуля, также имеет 
полную р-меру, поэтому, обозначив пересечение этого множества с 
Л*  через А, легко убедимся в справедливости соотношения (7).
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Зафиксируем в формуле (7) некоторое Х^Л „ пусть Ф пробегает 
совокупность М, коюрая до сих пор была совершенно произвольной 
счетной совокупностью из Н. При такой интерпретации эта формула 
определяет՝ семейство дистрибутивных функционалов на Л1, опреде­
ленных для всех Х£ Л и действующих по формуле 7\(<р) = Ф՝(Х) = I/©

Можно доказать, что если МсОА , то Л (ЛТ) = Х7\(ф), т. е. опре­
деляемые формулой (7) функционалы суть собственные функционалы, 
хотя они определены лишь на некотором счетном множестве М. Что 
же касается структуры этих функционалов (мы так называем характер 
непрерывности функционалов), то этот важный вопрос должен быть 
отдельно изучен. Но коль скоро выяснено, какая топология обеспечи­
вает непрерывность собственных функционалов, то построенные в 
лемме функционалы /х могут быть продолжены на замыкание М по 
этой топологии. Сопоставляя сказанное выше с теоремой 1, мы можем 
сформулировать, в частности, следующее предложение.

Теорема 2. Пусть А самосопряженный оператор с простым 
и лебеговским спектром, тогда полная система его собственных 
функционалов 7х может быть построена по формуле

7’х(<р) = Ип1 / — ((/?х+н -й-к)м) 
"-о 2кг р (X) (7*)

* В'случае, когда р'(Х) непрерывна, соотношение (У) имеет место дли веек X.

для всех и всех X из некоторого множества полной'?-меры* . 
п. 5. Известная работа И. М. Гельфанда и А. Г. Костюченко (’)

сыграла важную роль в дальнейшем развитии теории разложения са­
мосопряженных операторов по обобщенным собственным функциям. В 
этой работе было установлено, что для произвольных самосопряжен­
ных дифференциальных операторов с гладкими коэффициентами в 
функциональных гильбертовых пространствах спектральная функция 
дифференцируема по р(Х) почти всюду и что получаемые в резуль­
тате собственные функционалы суть обобщенные функции в смысле
Соболева — Шварца.

Таким образом, эта работа содержала первый, практически весьма 
важный результат о структуре собственных функционалов. В этом 
пункте мы сформулируем (13) результат, который может дать априор­
ное представ ение о структуре собственных функционалов произволь­
ных операторов с лебеговским спектром.

Теорема 3. Пусть А самосопряженный оператор с простым 
лебеговским спектром и п^сть

sup | ('Лх+/ч — »

где постоянная К\ не зависит от ֊ , а 5 некоторое пространство
Банаха, состоящее из элементов, принадлежащих ^олее 
сильной, нем в Н. нормой, тогда существует полная система
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ственных функционалов 7\ оператора Л, принадлежащих 
женному пространству S*. с<>пря.

п. 6. Хорошо известно (14), что если спектр оператора А не Г| 
стой, то пространство может быть представлено в виде ортогона.ц110й 
суммы так называемых циклических подпространств, в каждом ич с-пэ КО*  
торых спектр оператора Д простой.

Таким образом, указанные выше утверждения справедливы и 
тогда, когда спекгр не обязательно простой. В частности, содержа­
щаяся в теореме 1 форма основной спектральной теоремы очеви но 
справедлива без каких-либо ограничений на спектральное семейство 
или структуру гильбертового пространства, а формула (5) примет при 
этом вид

4е
(/.?) = 2 (/, «о (Тш?) + 2 I f<»> dfk (М.

<») <»> J— эе
(5*)

где — ортонормированная система собственных элементов, соответ­
ствующих чисто точечной части спектра.

п. 7. При изучении конкретных самосопряженных операторов 
иногда удается построить некоторую совокупность собственных функ­
ционалов, однако исследование вопроса о том, полна ли эта совокуп­
ность или нет, часто оказывается очень трудной задачей. Описанный 
выше подход к спектральным разложениям позволяет редуцировать 
задачу исследования полноты заданной совокупности собственных 
функционалов к значительно более простой задаче, отысканию всех 
обобщенных решений (собственных функционалов) уравнения (3) при 
отдельных фиксированных значениях параметра X. Разумеется такой 
подход законен лишь в тех случаях, когда a priori известно, что су­
ществует полная система собственных функционалов, непрерывных в 
некоторой топологии, и поэтому ясно, что при исследовании урав­
нения (3) можно ограничиваться функционалами соответствующей 
структуры.

Таким образом, заранее зная, среди функционалов какой струк­
туры имеется полная система, можно, вместо доказательства полноты 
заданной совокупности собственных функционалов, доказать, что урзв 
нение (3) при каждом фиксированном значении К не имеет среди 
функционалов такой структуры других решений, кроме заданных.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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ամեն մի այդպիսի օպերատորին համապատասխան գոյություն ունի Շ ՝ ֊ին պատկա­

նող էլեմենտներից բաղկացած ղծային տարածություն և>4 , որի ղուղամիտոլթյունն ավե չի 
յեղ է' քան Ւ1֊ում եղածը, և այղ տարածության համալուծ տարածությանը պատկանող 

I' ֆունկցիօնաչների ընտանիր, որ տեղի ունեն 1—Լ հատկությունները։

Այ, ասած։ ամեե լքի այդպիսի օպերատոր ունի այսպես կո/ված սեփական
ֆունկցիոն ա յն ե ր ի ՀՀ’/''/ սիստեմ (որոնը չեն պատկանում իք տարածության//), սակայն 
էէ-Ւ յղատկ ան ող աւքեն մի էլեմենտ թույլ է տալիս սսլեկտրալ ւքերսւձոււք րստ ա յդ / սե֊

*կան ֆունկցիոնալների (5) րանաձեի իմաստով։

Այն ղեպրում, երր A օպ1 րատորի սպեկտրը լերեղյան է (այսինրն Ձ (X) սպեկտրալ
իտու թյօւնը րացարձակ անընդհատ է ըստ քերեւ/ի), նշված է մի ընղհանոլ ր եղանակ, որը 
թույլ է ւոա/իս կառուցել օպերատորի սեփական ֆունկցիոնալների լրիվ սիստեմը, երր կա- 
ոո, ղված է օպերատորի ոեղոլվենտը պարամետրի ոչ իրական արմերների համար (Նայիր 
(7*)  րանսւձեը)։ Այնուհե տև ձևակերպված է վերքին թեորեմը, որն աոանձին ղեպրերոլմ
թույլ է տտլիս նախապես իմանալ նշված եղանակով կ ղված սեփական ֆունկցիոնալ֊
ների անրնղհ ատ ու թ յան բնույթ ր։ թերված արղյունրները կարող են կիրաովԼլ նաև այն

ղեպրոլմ ք երր հե վոլմ է ղան ա ղան կոն կր ե տ ինքնւս^ամալու ծ օպերատորների րնղ֊

հանրացված սեփական ֆունկցիաների տրված սի եմների լրի վոլթյունըէ

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 А Вейль, Math. Annal.. 68, 1910. 2 E. Титчмарш. Canad. Jour., 1. № 2, 1946. 
’ .И. Г. Крейн, Труды Ин-та математики АН УССР, № 10 (1948). * Б. Л1. Левитан, 
Разложение по собственным функциям, М.—Л., 1950.։ Т. Карлеман. Arciv. Math. Astr. 
Fys. 24, № 11, 1934. • А. Я Повзнр, Матем. сб. 32 (74), (1953). 7 Ф. Маутнер, Proc. 
Nat. Acad. Sci. USA, 39, № 1, 1953. 8 Л. Гординг, Xll Kongress Math. Skand., Lund, 
1953. • И. M. Гельфанд и А. Г. Костюченко, ДАН, т. 103, № 3 (1955). 10 Ю. Л1. Бе­
резанский, ДАН, т. 108, № 3 (1956). 11 Г. И. Кац, ДАН СССР, 119. № 1 (1958). 
12 Р. А. Александрян, Труды Московского математ. общества, т. 9 (1960). 15 Р. А. 
Александрян, Докторская диссертация. МГУ, 1962. 14 А. И. Плеснер, \ МН, вып. 9, 

1941.


