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ЬЪ
. О сведении решения одной игры преследования на выживание 

к решению задачи Коши для уравнения в частных 
производных первого порядка

(Представлено чл.-корр. АП СССР А. А. Ляпуновым 8/Ш 1965)

Положим Т =■ | 0, со). Рассмотрим множество вектор*фуикций

1Т (М- ^2։ л3» -^4, Е) = [срг (лх, А'2, лз, х4, ?), О2 (А1։ А2, Х3, А'4, /)] ,, 

заданных на И^хТ и со значениями в У?2, и множество вектор-функ- 
ций

; ■> (А1։ Х2, Х3, Х4, У) = ['Д (хх, Л'2?л.3, Х4, , ’у2 (х4, А2, А2, Х4, У)] ՛ ,

заданных на и со значениями в R2, удовлетворяющие следую­
щим условиям.

1. Для любого {6} и {<р} система уравнений

(1)

имеет единственное решение при любых начальных условиях 

2. Ф2 (ах, а2, а3, х4, R) + (М, х2, а3, х4, /) = г-2 (а1։ х2)

? = Пр ?2) И 7] = (Т!1, 7]2).

где (л, Ао) и и (А3, а.։) некоторые заданные строго 
Функции. Множества {ф} и {?}., удовлетворяющие

положительные
—2, мы будем

°б°значать через Е и П соответственно.
Для любых В, т) определим дифференциальную игру на выжива- 

Нне в нормальной’форме, которую условимся обозначать П'(;, Т/).
Игра 0(4,7.) представляет собой антагонистическую игру двух 

,1ИД Р и Ё? Множества вектор-функций П и Е представляют собой
Мнол^.есгва стратегий игроков Р и Е.



Каждой ситуации (ср, Ф) при начальных условиях однозначна 1 11 
соответствует некоторое решение уравнений (1), называемое пар. 
тией игры, которую мы будем обозначать л(/).

В /?’ задано некоторое 3-мерное многообразие М

На нем задана некоторая достаточно гладкая ограниченная 
вещественная функция Ь(х).

Функция выигрыша в каждой ситуации (ф, <Ь) определяется 
дующим образом. Пусть Л'(/) партия в ситуации (<р, ф) и пусть

t0 = inf (Z : х (Z) •' М] и t0<^ °о ,

тогда /<(£, 7], ф, Ф) = Ь (х(£0)). Если же не существует такой точки /, что 
л(/) .--И в ситуации (ф, Ф), то

I

Ф)=а, где а <^'мз[.Ь (х).

Игры такого типа без ограничения 2 на множества стратегий 
игроков впервые рассматривались Скарфом в (1).

Допустим, что для любой начальной позиции х существует зна­
чение игры в чистых стратегиях, и оно является непрерывно диф­
ференцируемой функцией начальной позиции.

Лемма 1. Если в игре -<]) существует ситуация равно­
весия в чистых стратегиях и функция V(х), представляющая со­
бой значение игры на выживание с начальной позиции х, непрерыв­
но дифференцируема, то она удовлетворяет экстремально-диф­
ференциальному уравнению

. \dV dV _ dV , . dV 1 max min -— —- <p2 + ֊— —- ф2
<pj<p2 ф։ф2 дх-^ dx2 ux3 dxtl

(2)

при граничном условии

V (x) = b (л), для х б М.

Используя (2) и условие 2 на стратегии можно, пользуясь пра­
вилом неопределенных множителей, свести наШе экстремально-диф­
ференциальное уравнение к дифференциальному уравнению в частных-
производных первого порядка. 

Для нахождения

max
<₽1Фг

dV dV 
дх^.

ври условии
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пользуемся правилом неопределенных множителей а 
„о которому экстремальная точка должна удовлетворят!

дУ '

ш ранжа, соглас-
> системе

дУ 
дх-

(3)

дх2

Откуда, исключая ХР, /
дх

получаем

дхА 
дУ

дх, 
дУ дУ ,дУ

дх
Из 2 немедленно получаем и выражения для оптимальных стратегий

(4)

При этом для знак корпя берется равным знаку
дУ а для <Ь* знак

корня берется противоположным знаку

то

получаем

(5)

*

Таким образом мы получили, что функция значения игры V (х) 
Должна быть решением задачи Коши для уравнения (5) при граничном
условии У (х) | — Ь (х). 

Л! — —
Если интерпретировать и и V как скорости игроков Е и Р, ю 

полученное уравнение имеет интересный теоретико-игровой смысл.
' .Чем больше скорость игрока, тем менее подвержена изменению 

Функция выигрыша при отклонении им от оптимальной стратегии*1.
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Можно показать, что наличие решения задачи Коши для уравне­
ния (5) является достаточным условием существования непрерывно 
дифференцируемого значения игры. Это дает нам следующую харак­
теристическую теорему.

Теорем а. Для того, чтобы, игра О (;, т|) имела бы непрерывно 
дифференцируемое значение в чистых стратегиях, необходимо и 
достаточно, чтобы задача Коти для уравнения

при граничном условии
V(z) 

имела бы решение.
b(л)для хф М

Решение задачи Коши для общего квазилинейного уравнения 
в частных производных первого порядка может быть найдено 
методом Коши (2). Там же даны некоторые условия на много­
образие М и функции 'ц(х), и(х), Ь(х), при которых это решение 
существует. Однако во многих конкретных задачах преследова­
ния на выживание существование и непрерывная дифференцируе­
мость функции значения игры следуют из теоретико-игровых сообра­
жений. Тогда, по теореме, решение задачи Коши для уравнения (5) 
существует, и оно используется для нахождения значения игры V (л) 
и оптимальных стратегий для игроков Р и Е.
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Լ. Հ ՊեՏՐՈա.Ն

if UlllJlG

lC|>i, k sui u| GqiTuifi

i') Ճ E [սաղացողները շարժվում են հ ար[Ժու.[J Jան

lie in­

էիոխելու իրենց շարժման ուղղությունը։ Ջ ո ր ո Տափանի 
երեր շափանի մի բա ղմ աձևութ Jnt ն, ո ր ի վրա որոշված

Հենց որ խաղացողները ղրավում են Հ.1 ր ա у մո լթ յ ան

ո t ն ե 7/ ա յ ч վ 
ա ա ր ա ծ и t - 

Հ Ւ(էէԱ~ 
Н! ա ակ ա ն

fnt ր ար ան^յп ւ֊ր պահին 
թ քան մ ե C տրված Հ մի 
կան ի (X) ֆոսնկցիաէ

թ յ անը:խնզրի

Л И Т Е Р А Т У РД — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

‘ Г. Е. Ска рас On differential games with survival payoff. Ann. of Math. Studic>- 
№39. Princeton, 1957. 1 P Курант, Уравнения с частными ярой (иодными, At, 1964.

196


	20240516_135938
	20240516_140025
	20240516_140046
	20240516_140054

