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Изгиб прямоугольной толстой плиты с заделанными краями
(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР О. М. Сапонджяном 5/Х1 1964)

В статье дается точное решение задачи изгиба и растяжения 
прямоугольной толстой плиты с четырьмя заделанными кромками 
(х = д У ֊. ^). когда действующая внешняя нагрузка приложена 
на плоскости (г = с) и распределена симметрично относительно к» ор- 
динатных осей х и у (фиг. 1).

В силу симметрии задачу можно решать для четверти плиты 
(х, у,>-0). требуя при этом, чтобы на плоскостях симметрии д=0,
у = 0; удовлетворялись условия 
симметрии:

X = 0: Ч = ' ։ у =■ * хг == О;
(1)

У — 0: 'с* — Т.гу — *уг — 0,

На кромках х = а и у = Ь и на 
торцах г = 0 и г = с выполняются 
следующие условия:

х = а: и = V = и՛ = 0:

Ь = /(*, У),

где /(х, у) кусочно-непрерывная функция, удовлетворяющая условиям;

/(л у) = /(֊֊*, у); Ж у) = Ж -у)-
При решении задачи пользуемся уравнениями равнению 

ремещениях

в пе-

^=0; ^=0

(3)
* =0.
дг

где
ди аг՛ 

д\՛
ди՛ д' д֊

д\՛2 д:~
731



Решение системы (3) ищем в виде сумм двойных рядов фУрье
/V* лэ ею

" = 2 2 + 2 2 <Р11я)(у)81па/хс08тлг^
т—1 л—О / —1л=0

Эи эо
+ 2 2 (֊’) 51Па,ХСО5рт у;

/ — 1 т — I
ч? л՝

■г = 2 2 /£’ (А՜) 81 п В V соя 7 г ֊* гпл 9 * т ' 1 л
т-1п=0

+ 22 Й* (у)соя а/х СОБ 7п г 4- 
/-1л-0

'Ю
+ 2 3 Й(г)С05а,Х81п?тау;

Г 1/71 — 1

?>/? (у) С08 а, X 81п Тя 2 -|-

где

+ 2 2 ФЦ(г)СО8а,ХСО8₽тУ, 
/ =■ 1 ГП — I

(2/— 1)г . (2/71 — 1) Я. Пт.
----------------- • р = ----- ■ — 5 Т = -----

2а т 2Ь п с

Подставив (4) в (3) получим три системы обыкновенных дифференциаль
ных уравнений второго порядка, в каждой из которых входят по три неиз
вестных функции /^П(Х), ф(Д’(у); Фй(^); 0' = 1, 2. 3)- Для рассматри
ваемой задачи решения указанных систем уравнений представляем 
в виде:

/тп (Х) ~ Х Х^тП <+ тп Х\' ^пп ՝ /пл /пл тп тп тп

СЬх + С<^> х ։Ь ктп х; (« = 2, 3)

(У) = м\\' ։Ь У + */„ У сЬ к1п у; (5)

Фм’ (У) = А'м’сЬ У + *„ У яЬ у; (.։ =+ 1, 3)

Ф/т (г) = ^/2 2 + Цт С11 ^1т 2 + ^'1т Iт 2 4֊• 1 ' 1гп ('и ’ 1т 1т * 1т /т 1т 1

4՜ к. г ей к..г\ (/ = 1, 2, 3),

где ^тп' '^\т постоянные интегрирования, которые связаны следую
щими соотношениями:

+ (2ч+ 1)О<и₽ #(2‘+т = 0;тп тп тп 1 тп * т тп '՝ л тп ’

К С^> - 1Я С<Ь - 0; ктп + ₽„ О«> =0;

к„ + *,„ (2>! + 1) + а, ЛГ)П + Тя ЛГ<3> = 0; (3)

^^—,£^ = 0; I. ^ + Л/. Я2> = 0;
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Пользуясь обобщенными законами 1 ука и выражениями (4) для пе
ремещения, получим решения для напряжений, выраженные через 
функции (\"п (л՜), <р*/н'(у), Щ(2) (г — 1. 2» 3). Удовлетворив граничным 
условиям (2), получим ряд соотношений между коэффициентами ин
тегрирования ^п!п՝ ՝ Разрешая эти соотношения вместе с (6) от
носительно неизвестных постоянных, для последних получим сле
дующие выражения:

* тп
с ^ткт„ ей А „ а*֊ * т тп тп

п____  .
м֊7՜ «Л.сЬ4,„*

֊ Ж’I т 1т .
2а, 9/ • т

Н^} = ՛ ‘ 1т
АД •» (сЬ к. с -г 1) ֊ %'•;> (сЬ к.* < — 1)

* I т 2а 3 511 А*.I • т 1т

а» = тп
а 

~к2т„

в<ъ = тп
а2

1 тп
СЙ ^п,п а тп

БЙ А’ а тп т п 
сй’А„,„ а тп

тп

В™ = тп

__а2п 
С°тк

_а\
с ктп * т

тп
У

тп
С11 ктг а тп

$й А а тп тп
ей2 к а тп

тп
(I
С

( \ +2г, + актпЛ ка) У,„„ 
ктп кЯ. а

(3) — 1т
У(2)  У(1>
‘Ът 1т

7|3) = __'"____ ±"^_;
'՞ са։к^ с11М

/,2 7. $йк.Ь0) = ° . ,п -:
“՝ Ск!„ ^к1пЬ

/>2т,у<3) = ----- 1'1-
/л Г7 к 1 К1п

сЬк,пЬ՜ ’

21я зЬ ^1пь .
сй2А,лЬ

Ь а+^ + Ьк, Чгк^г^
- с' ^к1„^к^Ь

Нт- х<՛"(сЬ с±1 ’ ~ 1 *

՛ 2?„ к,т Я11 к,т с

Н‘2> = —1т
<сЬ к,т с + 1 )-ЛЙ(<* *,„2^. , =

Ь,к,^к^

ду> - ХЙ 1т 1т .
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з11 /?, с 1т23 к /?. с ■ т 1т 1т

ск.1т

(71

/ с /)
֊ ЛЙ (1 - сЬ А- с) / 

,т 1т \ 811 к1т с

Входящие в (7) неизвестные постоянные Л՜^, X™, Утп, г,п должны 
быть определены из следующих систем бесконечных уравнений.

IS.ll

<и.2)

(8.3)

тп та 1тп 1п с(,) Х& 1тп 'х!т <8.4:

1п 1п тп </Н) ДЧ1)иЬпп 'Л 1т (8.51

(п = о.

1п 1п !тп т 1
тп (8.6)

(« = 1,3...

-I ^1тп

О

I

/- 1

5

00

т - 1

2 
т -1

где введены обозначения:
1 2» зь + V .

= '՜2, 511 ~ с_ ■
>т Л/ Рт г' С 4- 1I • т 1т *

140



nb
(3 — 4v) th k a---------mn

ch2 k a-t _ _____ Я1Л
k 3тп гm

(9)

Свободный член (]lm, входящий в (7), является коэффициентом разло
жения в ряд Фурье /(л, у) в области (0 < 0 а Ь)

ПС

/ (х, у) = 3 2 cos ։, X cos у. (Ю)
/-1 т -1

Докажем, что бесконечная система (8.1) квазивполне регулярна. Дей
ствительно, из (9) следует, что

ahnn 1тп сЬ с ~ 1
sh с - k,m с1тя—0.2...

16*.
1ГТ1

nklQ 
S 

п 2,4...

2 Д cth
12»

2
»։яС

UD
Здесь ч*.о ֊ целое число, которое определяется из неравенства 

-(I — ’) 1» °
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ck 
где: б/а, о = —֊

lb

Оценивая конечную сумму, входящую в (II)

(13)

из выражения (13) после его преобразования при помощи (12) по-

16*6,, %՞ <, 

‘ Л-ТУ.

1^2»
-^к, о

arct£

— (1 — 2v) arctg j, -------

V м (1 — >) _

(14)

Следовательно, для сумм коэффициентов бесконечной системы (8,1) 
получаем оценку

ch k.Im
sh k. c t m

— 2v) arctg I .
Im

k.C
Ь (1 -2v)dh-S- 12?

4ъ --  V

2s h' ֊ ֊"'

где

lim

Im 00
-У

. I

Расчеты показывают. что

/(0.5)=—•
77

Для производной функции / (у) имеем :

/'(у) = 2 ( arctg I / — при (0 < у ’0,5).

Значит, функция / (у) монотонно убывает в промежутке (0<^у< 0,5) 
и имеет максимальное значение при у= О. Следовательно, бесконеч
ная система (8,1) кназивполне регулярна при (0 <^у •<0,5).

Такую же оценку получаем для бесконечной системы (8,2).
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Для систем (8,3) имеем:

(1 + 2,) էհ а -ак
(3 — 47) էհ ծ а------ г-т—

тп с№кт атп 

ак
(3 — 44 էհ Л а------гт/п

тп сЬ2£ стп

при

ей2 ктп тп

Аналогично доказывается, что бесконечные системы (8,4; 8,5; 8,6) 
также вполне регулярны. Таким образом, замечаем, что все бесконеч
ные системы (8,1—8.6) либо вполне регулярны, либо квазивполне ре
гулярны, поэтому формулы (7) позволяют определить все неизвестные
постоянные интегрирования.

В заключение статьи отмстим, чю полученные результаты мо
гут быть распределены также для случаев, когда перемещения на 
кромках х — а и у = Ь являются не нулевыми, а произвольными за
данными функциями, не нарушающими симметричность распределения 
перемещений относительно координатных осей х, у. Такое обобщение 
полученных результатов требует введения новых свободных членов
в .сравнениях (8,1—8,6), которые не отражаются на регулярность
бесконечных систем.

Ереванский политехнический институт

им. К. Маркса

II. 1Г. Ս1ԱԱԿ8ԱՆ

ԿոԱւքքւափՈ (фивЬгпЦ ամն-սւկցված ւււՈւ|ա6կյ..ւ-6 հաստ սափ ծռոււքբ

\որյւխ^ոլյ արվոլմ է կողմնային նիստերով ամրակցված ուղդտնկյուն հասա սայի 
= с) հա ր թոս-ծոման և ձպման խնղրի ձշ^րիտ լուծումը, երր արտաքին րեոը արյղու 

Pյu•Ն վրա և բաշքսված է կոորդինատական X, V աոս՛ 
‘'Ւետրիկ„, ի/յոէնը հնարավորություն է տայիս խնդրի յուծումը իրականաղնեյ սա 
""{•դ մասի համար (X, > 0) օղտվեյով (7 = 0 *>* = 0) հարթությունների վր

նղբների նկատմամբ սիմետրիկ։ Այդ

ՍԱ Լղւսծ

Ս) պայմաններիցէ
Խնդրի յուծումը բերվում է ղծային հավասարումների (8.1—8.6) 

նլրի [Ու ծմանը: Ցույց է տրվում, որ այղ սիստեմները կվ^դի—լի'։վՒՆ 
օյնրյա մն երէ

անվեր) սիստեմ- 
ոեէ1ՈԼ11աո են և

ք,,,է1.լյ վերևից սահմանափակ ոլ 4քոյԷ


