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В. С. Саркисян

Кручение неортотропных составных призматических стержней

(Представлено академиком АП Армянской ССР Н. X. Арутюняном I3/IV 1964)

Задача кручения составного призматического упругого стержня 
через функцию кручения Сен-Венана была решена Н. И. Мусхели- 
швили (*), а через функции напряжений Прандтля —К. С. Чобаняном (2). 
Та же задача с учетом линейной ползучести через функцию напря­
жений исследована Н. X. Арутюняном и К. С. Чобаняном (3), а с 
учетом нелинейной ползучести рассмотрена в работе (4).

Задача кручения ортотропного слоистого прямоугольного упру­
гого стержня впервые решена С. Г. Лехницким (5). Та же задача для 
изотропного стержня как упругого, так и с учетом ползучести иным 
методом рассмотрена в работе (6).

Задача кручения стержней, составленных из различных анизо­
тропных материалов через функцию кручения Сен-Венана, рассмотрена 
К. И. Боршом (7՜9). Метод, который ведет к решению этой задачи, 
основан на идее Н. И. Мусхелишвили (*), а именно решить задачу 
при помощи обобщенного потенциала. Кручению неоднородных анизо­
тропных упругих цилиндров посвящена работа Чжяо Хуэй-юана (10).

В настоящей работе рассматривается задача кручения стержней, 
составленных из различных анизотропных (неортотропных) материалов, 
через функцию напряжений Прандтля. Получены основные дифферен­
циальные уравнения задачи и необходимые условия, при помощи ко­
торых однозначно определяется функция напряжений во всей области 
поперечного сечения стержня. Предложен способ решения получен­
ных дифференциальных уравнений с неразделяюшимися переменными. 
Этим способом полученйые дифференциальные уравнения приводятся 
к системе рекуррентных дифференциальных уравнений с разделяю­
щимися переменными.

В работе дается обобщение теоремы Бредта о циркуляции каса­
тельных напряжений при кручении призматических стержней, со­
ставленных из различных неортогропных материалов.

В качестве примера решена задача о кручении неортотропных 
Двухслойных призматических стержней прямоугольного поперечного 
сечения.
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§ 1. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим аи. 
изотропный призматический стержень, составленный из различных 
анизотропных призматических тел, спаянных или склеенных по боко­
вым поверхностям, когда упругие постоянные этих тел различны 
Предположим, что в каждой точке каждого тела имеется лишь олна 
плоскость упругой симметрии, нормальная к оси стержня (т, е. каж­
дое тело —иеорготропное).

Область поперечного сечения, соответствующую различным ма­
териалам стержня, обозначим через О2, •••, £)„, линию раздела 
смежных областей £>* и £)/ — через Ькц а контур всей области —через 
£0 (фиг. 1). Поместим начало прямоугольной системы координат

Фиг. 1.

х, у, г в некоторой точке конце­
вого сечения стержня, направив ось 
г параллельно его образующим.

Рассмотрим напряженное со­
стояние данного стержня при воз­
действии двух закручивающих мо­
ментов Л4/, приложенных на его 
торцах.

Положим, как и при кручении
однородных стержней, 
исключением т<*> и

** V л»

что компоненты напряжений и деформации, за 
7Й’» Равны нулю, т. е.

5(*) _ З'л։= 0(А) = Т(А) = о 
х у т ху *

£(*) _ -(А) __ ЛА) _ ЛА) _ О 
.г у г 1 ху'1 ху м = 1,2, •••,/։).

Тогда уравнения 
дх ■*> __ XI 
дг

равновесия для элемента стержня примут вид

= 0,
дх<п д^к)

= 0 - —-дг ’ дх
(Л = 1, 2, • • -, п)

дтс*)
= О

и будут тождественно

Т(А) 
XI

удовлетворены, если, как обычно, положить

= ____
ду дх
(Л = 1, 2, • • •, п).

(1.3)

Здесь 1Р1(х, у), 'Рл(х. у) обозначают функцию напряжений Пранд­
тля Т (х, у) в областях •••,£>„ соответственно.

В рассматриваемом случае обобщенный закон Гука имеет вид (”)
7<‘> = а'» + 4»

(1.4)
7Й = «й1 + <%՝ (А = 1, 2, • • •. »).

Здесь — упругие постоянные, удовлетворяющие условиям

^)>0, а^а^- [а<*Т>0. (1-5}
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Условия неразрывности деформаций в силу (1.1) примут вид

~ду дх~^~2Ь (*= 1. 2, •••.«), (1.6)

где $ —угол закручивания на единицу длины стержня.
Подставляя выражения и 7<‘> из (1.4) в (1.6) и принимая во 

внимание (1.3), находим

сМ • 44

Принимая,

—֊ ֊ 2а"" • + а<*>
дх2 дхду 55

(£ = 1. 2, •.п).
что боковая поверхность

д2Ук = — 21Т 
д\>*4Г

свободна от воздействия
внешних сил, условия равновесия- бесконечно малого элемента, на­
ходящегося в окрестности области Ок и /Л, а также непрерыв-
носгь перемещения ю, находим

«Го = О на, £0, (1-8)

где

Ч'А = 'Г,, на (1-9)

дх
дх
(1ч

----- I 4 —
ду \ ду

сБ

д 
дх= 44 1

к дч 71

к

Итак, задача о кручении рассматриваемого стержня сводится к опре­
делению в £)0 функции Т (х, у), удовтегворяющей в соответствии 
уравнению (1.7), граничным условиям (1.8) и условиям (1.9) на Ьм.

При этом $ определяется из соотношения

ч М'
V = ------ (1.10)

§ 2. Обобщение теоремы Бредта. Пусть Г — замкнутая кривая, 
целиком лежащая в одной из односвязных или многосвязных областей 
О* поперечного сечения стержня. 2 — площади области, ограничен­
ной Г. Тогда обобщение теоремы Бредга для рассматриваемой задачи 
будет (

(2-1)

Пользуясь условием (1.9), формулу Бредта можно обобщить и для 
такой замкнутой линии Г, которая лежиг внутри Г)о поперечного се­
чения стержня и пересекает £*/. В этом случае область £), ограни­
ченная линией Г и линиями £*/, разбивается на несколько областей, 
в каждой из которых справедлива обобщенная формула Бредга (2.1).

В частном случае, если материал изотропен, то (2.1) совпадает 
с формулой, полученной в работе (*).



§ 3. О решении задачи кручения не орто тропных составных 
призматических стержней. Обозначим через р малый параметр ддн 
области 0։

«45

* и4АиК

Далее, введем новые переменные а и р, 
зависимостями (12։ 13)

связанные со старыми

(3.2)

Тогда дифференциальное уравнение (1.7) и условие (1.9) примут вид
п..1 _ 2
хрАь - -у" О а ——------ -------- * "ТТТ

да‘ ' дчд? д'?* (Ь = 1. 2, • • •, п) (3.3)

М IмЬ 4- рМ [и]* = Лг1[«]/ + ^[«1/ на 7- */, (3.4)
где введены следующие обозначения

(л, у) = Ы1к (а.Р),
а(/0. а(0
и45 и44

б* —

45 44

а(^ п(|) и55 М44

а<к) э5 и41

Л/, 1 к = /. — 4- , /V 1 к = — / дН) _!_□_/ тЛ/7(ПлН)^.\
11 44 Ч ։ «55 ; 2 I 1* '1 «44 + '2 I «44 «55 ~’

» ек
(к) 
45 (3.5)

Представим решение уравнения (3.3) 
параметра р (12> 13) 

по
ик (». ₽) = к ₽)+ 2 Ц" («, ₽)■!*'

/-1

в виде ряда пхэ степеням
1

(Л= 1,2, •••,«). (3.6)

Подставляя значение (а, Р) из выражения (3.6) в дифферен­
циальное уравнение (3.3) и приравнивая коэффициенты при одинако­
вых степенях р, находим

= (А:-1,2, •••,п). (3.7)

(г = (3.8)
где

А։=֊* д1.2
О<°) = — ‘ к а(к> ’ и44

Л2/ /(^-О
₽1'> (», ₽) = 2Х4 • ^-4— (3.9)

При помощи (3.1), 
и из условий на линии

(3.2), (3.5), (3 6) из граничного условия 
раздела Ьы (1.9) легко получаются

(1.8)

О<» = 0 (Г = 0, 1, 2, ...) на Ло, (З.Ю)
У»> = Ц') на 1и

NA\^Jw\k■=N1\Uw]^,

Л^։ (4/"’Ь + Nt [У<‘֊'>|4 = Ы14- N,
на £»< (З.П)

(/ = 1,2, •• ■).



Таким образом, решение дифференциального уравнения с нераз- 
деляющимися переменными (3.3) с условиями (18) и (1.9) приводится 
к рекуррентным дифференциальным уравнениям с разделяющимися 
переменными (3.7) и (3.8) с более простыми условиями (3.10) и (3.11). 
Иначе говоря, задача о кручении неортотропных составных призма­
тических стержней сводится к ряду задач, сходных с задачей о кру­
чении ортотропных составных призматических стержней.

§ 4. Кручение неортотропных двухслойных призматических 
стержней прямоугольного поперечного сечения (фиг. 2). Нетрудно 
видеть, что для определения функции напряжений Ц°>|а, 3) в каждой
области = 1,2) нужно решить 
уравнение (3.7) с условиями

Ц°Ц«,₽)=0 (£=1.2) (4.1)
при а = 0 и а = а

б/М(а, ?)=0 при 0=0, (4 2)

(х, Ю = 0 при 0 = 32 (4.3)

Фиг. 2.

Ц°Ча.?) = Г<‘»(а,₽) на 0 = 0Х

(4.5)л(1) 
.55 д?

на

Решение уравнения (3.7) представим в виде
ОО 

и>°> = V 

К

/-։
(А/ $Ь 0 4- Вк) С11 0 4- Ьь}) 81п — (£=1,2), (4.6)

где
77 / _ /• ——

~----V >а
_ 8а2

Постоянные Дл/ и Зк/ определяются из (4.2)—(4.5).
Второе приближенье строим следующим образом. Подставляя 

выражения (а, 0) из (4.6) в (3.8) и учитывая (3.9), получим

\Ц1։ = 2 £■/»(?) со։ — , £/*(?)֊ + •
/-1 а . а (4.7)

Из (3.10) и (3.11) для 1У[Р будем иметь следующие граничные
Условия
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^(«,Р)=0 (*=1,2) при а — 0 и а = а,

- дС\''
Чп' ֊<?3՜

(7(։։) (а, р) = О при Р = О,

(«,₽)= О при Р = ₽3։

Ц1)(а.₽)=Ц|)(«,?) на р = Рп

кЛа= —֊ 4- 3 С„(/1я, р)51п— на р = р1։
</3 п 1 а

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

где

Сп (^1л, 1՝2п , р) — <712 [ Вп 1 (Л л , Р) ^2 ^л. (^2л » Р)1, ֊

''»* аП1)’

(А у 511 Р 4֊ Вы С И /Л> Р 4- Ьы).

Решение дифференциального уравнения (4.7) представим в виде

лО
и(к'Ч*, Р)= 2 ФлЛ(₽)81П — 

л-2.4, Л
(*=1,2). (4.13)

Подставляя значения из (4.13) в уравнения (4.7), для опреде­
ления (р) получим следующее уравнение

•՝МР)=^(Р)>

сл4(₽)=-— 2 £■»(₽) (4.14)

Решив уравнение (4.14), из (4.13) находим для 47^ (а, р) 
щее значение

следую-

кпа . (4.15)
л •2, 4,

где

<Лл(Р) = 2 (/?л*/СЬ/*;р 4- Г„Л/811/Л/Р),
/ " 1. 3

Р лЛ/----
А к/

(у -
г^П \ “

а /

Ву

Постоянные Спк и 1)пк определяются из (4.9) —(4.12).
Таким образом, имея С^։)(а, р), при помощи (3.8) —(3.11), а надо-
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гично МОЖНО построить решения и в последующих приближениях. 
Ограничиваясь первыми двумя приближениями, учитывая (3.2), (3.5), 
(3.6), (4.6) и (4.15), для функции напряжений получим следующее 
выражение

4Գ (х, у) = $

X sin —a

У—I. з.
<х>

4/z/sh tkj

Շոկ տհ
Л-2, 4.

— bk}

/ a'» 
u44
a<9 -

00

ППХ
(*=1,2). (4.16)

Имея функцию напряжений, при помощи (1.3) и (1.14) можно 
определить касательные напряжения и жесткость стержня.
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Վ. II. 11ԱՐԴՍ8ԱՆ
f*uiqiuqrjui{ 114 orpnsrnuj պրիպւքա^իկ ձււղեւ՚ի iqnrm_ifp

‘եիտարկվլսծ է տարրեր նյութ ե Հ1/7.? կադմված ոչ Օրթոտրոպ (ամեն մի կետում 
առանցքին ուէյրյա^ա յւսրյ աոաձդական մեկ սիմետրիայի հ ա րթ ութ յ ուն ունեցող) պրիղմա֊ 
տիկ ձողերի Ոլորման խն դ ի րը։ Ստացված են հ ի մն ական դիֆերենցիալ հավասարումները և 
անհրաժեշտ պայմանները» որոնց օդնությամր միարժեք կերպով որոշվում են լարվածու֊ 
թյան ֆունկցիաները (Պրանդտլի ֆունկցիաները) տրված տ ի ր ո ւ_յ թն ե րո է մ !

Աոահտրկված Լ խնդրի լուծման եդանա կը* Լուծումները ներկայացված են շար- 
րով ըստ ։իորր պարամետրի [ֆիղիկական պարամետր յ ա ս տ ի ձ ան ն ե ր ի• եղանակով,
ստացված յ անպատվող փոփոխականներով դի ֆերենցիալ հավասարումները րերվում են 
անպատվող փոփոխականներով դիֆերենցիալ հավասարումների ռեկուրենտ սիստեմի'.

ոլնե

0'7 անրացված Հ (Կրեդտի թեորեմը.
Որպես կիր ասություն լուծված է երկշերտ ոլդդանկյոլն ընդլայնական կտրվածը 
պ Ու օրթոտրոպ ձողի ո լորման խնդիրը:
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