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Об одной граничной задаче для эллиптической системы 
дифференциальных уравнений второго порядка на плоскости

^Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 28/УИ! 1964)

1. В настоящей работе рассматривается следующая задача: в 
конечной плоской односвязной области О с границей Г требуется 
найти регулярное решение эллиптической системы

> Л^ + 2В-^-+С^ = 0, (1)
> дх2 дхду ду*

*4 ■ ՛'•՝’ X? ■ ՛■ •- ՝• . ?

1 f "V£ принадлежащее классу С» (D) и удовлетворяющее граничному условию 
н
* a (z) их + b (z) av 4- с (z)u =f на Г, (2)

где z = x 4- iy, и = (//,,• ип) —искомый вектор, /= (Д. •••,/«) — 
—заданный действительный вектор на Г, a(z), b(z)t c(z)—действи
тельные квадратные матрицы л-го порядка на Г, А, В, С — действи
тельные постоянные квадратные матрицы п-го порядка.

Пусть z = t (s) — параметрическое уравнение границы Г, где s— 
длина дуги. Предполагается, что функция t (s) £ Cj(i'). а функция 
f и элементы матриц a(z), b(z)y c(z) принадлежат классу С1(Г).

Мы здесь будем изучать задач}’ (1) —(2) для тех эллиптических 
систем, для которых характеристическое уравнение

det (А + 25л 4֊ О’) = 0 (3)
имеет только простые корни.

Задачу (1)—(2) будем называть нетеровой, если однородная 
задача (1) — (2) имеет конечное число линейно независимых решений 
и неоднородная задача разрешима, если функция / подчинена конеч
ному числу условий ортогональности.

Для достаточно широкого класса эллиптических систем задача 
(1)֊ (2) изучена в работах(1՜5). В работе (в) получено достаточное 
Условие нетеровости задачи (1) — (2) (условие Я. Б. Лопатинского). 
Задачи, рассмотренные в работах (*՜ 3), удовлетворяют этому условию. 
Ij настоящей работе указывается более общее условие, при выполне
нии которого задача (1)—(2) приводится к эквивалентному одномер-
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ном}՛ сингулярному интегральному уравнению нормального типа, до- 
называется нетеровость этой задачи и получена формула для индекса.

2. Пусть характеристическое уравнение (3) имеет только простые 
корни. Обозначим через Хх, •••Лл корни этого уравнения с положи
тельными мнимыми частями. Общее решение системы (1) в этом слу
чае можно записать в виде (՛):

ц = Ре (ах (гх) 4- • • 4֊ (?„)), (4)

где аР есть //-мерные постоянные векторы, являющиеся не
тривиальными частными решениями уравнений

(Л + 2®֊։ + СХЦ а» — О (4 = 1,2, • ••,«);

г,, = х 4֊ Х/У; (г), • • *,  ?л(г) — произвольные аналитические функции 
соответственно в областях £)ъ Область О/ получается из об
ласти £) при помощи отображения ; = х4-Х/У- Если и £ С\ф), то 
?, € с'. (£>, у

Предположим, что начало координат находится внутри области 
О. Функции <?х(гх), •••, <ря (гл) в точке нуль можно подчинить усло
виям

Яг («Л®! (0) -|- • • • 4֊ ап Х„<рл (0)) = 0. (5)

При этих условиях <рх (?) ,--*,®л(г)  будут определяться единствен
ным образом с помощью и (֊х.у).

Подставляя общее решение (4) в граничное условие (2), получим
R? (?1тР1 (Л) +----- Н Мл (?л) 4֊ Т1?1 (2^1) 4- • • • + ?л (?л))1г = /, (6)

где

= ₽/=£«/» 7/ = (а4-Х/д)а/.
аг

(/ = 1, 2, •••, п).

Наложим на векторы 7Х, •••, 7Л, ?։, •՛•» рл следующие условия:
Условие 1. Из векторов 7Р ••՛, можно выбрать векторы 7/,-•• 

•••, 7у , которые линейно независимы в любой точке г £ Г, а осталь
ные линейно зависимы от векторов 7/„ •••, 7у .

Если условие 1 выполняется, то перенумеровав корни характери
стического уравнения (3) с положительными мнимыми частями, его 
можно сформулировать в следующем виде: векторы 7Х> •••, у*  линей
но независимы в любой точке а 7*4-1,  •••, 7Я линейно зависимы 
от ;р •••, 7*.  Мы будем использовать условие 1 в последней форму՜ 
лировке.

Определим векторы оЛ;Ь • ••, ол на Г следующим образом:

? _й V/. со8(лу) — Хясо8(у,х) о оу- = Р/— > С/р --- ------------------------Рр»
— СО5(*,у)  — А/С05(у, х)р-\

] = /г 4- 1, //,
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где О?-~ФУНКЦНИ на г» определяемые из уравнений
и =^/П1 + + / = *4-1,  •••, л,

1 р/(Л ■) и/ (-)
й1: / — т

г

(8)
а у —внутренняя нормаль кривой Г в точке (х,у).

Условие 2. Векторы 71։ • ••, **г։, •••, ол линейно независимы
в любой точке границы Г.

Если .матрицы а (г) и Ь (г) постоянны, то очевидно, что условие 1 
всегда выполняется. Если к = п, то условия 1 и условие 2 совпада
ют и они равносильны условию Я. Б. Лопатинского (б).

При соблюдении условия 1 и условия 2 задача (1) (2) приводит
ся к эквивалентному одномерному сингулярному интегральному урав
нению нормального типа, если использовать интегральные представле
ния аналитических функций , •••,<рл(гл), подобранных следую
щим образом:

<?/(*/)  = ֊• С 4՜ 7=^ 4-1, • л, (9)
J Г/ — 
Г

ф; (£/) = I И/ (^1п( 1 ֊ 4- 4- I Ру (Г) 4/5 4-
\ ч /Г 1

+ V ֊ Г-^(<) (0 1п ( 1 ֊ .

р -Л4֊1 1
(7=1, 2, • • •, к).

(10)

Здесь Ср/ определяются из (8), Нхб*),  •••, МЛ —действительные 
функции, с1։ • • • . сп —действительные постоянные, I —мнимая единица,

Нр (Л = <^Р (О
сП

а, р = 1, 2, • ••» л).
В этих интегральных представлениях величины н/(О и Л (7 ~ 

= 1.2, • • •» л) определяются единственным образом по (г^, • ••,?„ (гл). 
Использованные здесь интегральные представления аналитических функ
ций <₽/(?,•) (7=1, 2, • ••, л) являются простыми следствиями инте- 
гральных представлений, приведенных в (8).

Подставляя интегральные представления аналитических функций 
(^/) = (7 = 1, 2, •л) из (9) и (10) в граничное условие (6) и пе

реходя к пределу, когда точка (х,у) стремится к границе области I), 
д-1я определения функций (О, •••» и постоянных сх, •••, сп 
Получаем систему сингулярных интегральных уравнений вида:

п

«/(Ом (0 + ֊ (ЬпЗ/ )^/ (И)
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гдеаД/) иЗД/, т) есть я-мерные векторы;

«,(/)-Игп(7/-(О(^-) ),₽/('. 0=֊^ 7/(0 Ր֊Կ ),у = 1,...Л 
\ \ав/ / \ \ժտ/ /

МО = /?ео, (/), ?д/, /) = / ЬпоДО, յ = к + 1, • •п.

Система интегральных уравнений (И) эквивалентна нашей зада
че в следующем смысле: если задача (1)—(2) имеет решение, то су
ществуют действительные функции (Д, • • •, рл (/) и действительные 
постоянные сх, ••• , сп, удовлетворяющие уравнению (11); если суще
ствуют действительные функции рД/), •••,рл(О и действительные по
стоянные сь сп, удовлетворяющие уравнению (И), то задача 
(1) —(2) имеет решение и оно находится при помощи формулы (4), а 
функции <рД*1),  •••♦фл(2л) находятся из (9) и (10).

Отсюда, в силу известных теорем теории сингулярных уравне
ний (8), следует

Теорема. При выполнении условия 1 и условия 2 задача 
(1) —(2) нетерова, индекс этой задачи 2(/? —/), где к число линей
но независимых векторов 7։. 7я, а I—приращение аргумента
функци и 9 ~

А (О — ժօէ 
2՜

711 * * ՚ 7ւ* սւ»*+։  ՚ ՚ ՚ °ւ'-

7л1 ' " ‘ 7 л*  ^л,*  ?-1 ’ ՚ ՜ քյոո

при обходе г контура Г один раз в положительном направлении.
Здесь 71/, • • •, 7л/ и о1р,..ояр (/==1, 2, • • •, к, р = к 4֊ 1, • • -л) 

являются компонентами векторов 7/ и соответственно. Индексом 
задачи (1) (2) называется разность числа линейно независимых ре
шений однородной задачи (1)—(2) и числа условий разрешимости не
однородной задачи (1) —(2). При вычислении индекса используется 
также условие (о).

Ն Ь- ^ՈՎ.ՄԱՍՅԱՆ

Հարթության վրա երկրորդ կարգի դիֆերենցիա| հավասարււււքների 
է||>ււ|4|ւկ սիստեէքի հաւքւսր ւքի եդրային խնդրի ւքասին

Գիւոարկված է հետևյալ ' եւյրաէիծ ունեցող ՐւԱ1'1ո Р ս/гР *//'  /// կ ա պ
ւո ի ր ո ւյ քյ ո լ_էք / պ ա » ա Ն ? վ ո ւ մ կ ւ/տնե/

, д2и , „ дги „ д2и
Л ՜ ՜-]- 2/^ ՚ С4՜

дх2 дхду дуг
^ԼՒս1աՒ^Լ սիստեմի ոԼրլաս՚սր [ՈԼ.ծոէ.մը9 п!9р պլա տ կան ал-մ Լ և (էաւ/

րում է Г-/» ւա

а (г) и ր 4- Ь (г) иу4֊ с (г)

եպրայքքն պա յմանին > որտեղ 2 = X վ- /у, Ա = (^1ւ 99 Ա ո) որոնեչ(ւ վեկտոր էք յ

(21

ԱՈ -
---տրված իրական վեկտոր կ I —ի վր^Կ <2 ( 2Г)Ж С(г) — Ո կարգի իրական
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կուսայի՛ն մ սւարիյ/նե ր են | ֊ի վրա, ձ,Բ,Շ,-- Ո կարգի իրական հաստատո։ ն քաոակու
է*յին  մաարիցներ են։

ՈույՅ է արվում այն ընդհանուր պայմանը, որի կատարման դեպքում 1 ) —(2 
ին՚ւՒրԸ բերվում է համազոր միաչափ սինզու/յար նորմա/ տիպի ինտեգրալ հավասար 
ւքւսնը1
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