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МАТЕМАТИКА

А В Чакмазян

О двумерных поверхностях Р։, вложенных в эвклидово 
пространство Е4.

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шэгиняном 30/1У 1964)

1. Рассмотрим поверхность Х2, вложенную в эвклидово простран
ство Е4. Пусть

х^~х(и\ и2).

Параметрическое уравнение поверхности Х2. Если X, У единич
ные и взаимно перпендикулярные нормальные векторы поверхности, 
то ее основные дифференциальные уравнения принимают следующий 
вид:
V, XI — Л։/ Х֊]-кц Г, Хс= — Ке.хе 4-а, У, У, = — К] хе — ^Х, (])

где հէյ = — ժւ х д/ X = X V, х1, = — Ժ, х Ե; У = У հ, х,, а V 

символ ковариантного дифференцирования во внутренней римановой 
связности, метрический тензор которого используется для перебрасы
вания индексов.

Составим теперь условия интегрируемости системы (1), прини
мая во внимание, что в бинарной области альтернацию можно заме
нить свертыванием с бивектором а для всякого векторного поля 
справедливо тождество ((1) § 81, (3)) е1'= Хе* V,, где К гаус
сова кривизна.

Эги условия сводятся к следующим:

I. К հ «= е*/ (Л,-/ /1Հ ֊+֊ кц 4').

П. — а„кц ) = 0,

II. 4- = 0,

V. 6/*(7>Պ^4;4*,) = 0,

(2)

Условия (21) равносильны следующему, которое получим, свер
тывая обе их части с бивектором е0.

24 = г1т е'" հտո ֊ք֊ ктп) или հ = Ի1-]-հ, (3)



где
/V = Е'«е'" А„ Атп. ,у - ֊֊-

Теперь вычислим Чебышевский вектор сети А/,. Если обозначим 
его через 6, то из ((1), § 53 (9)) и (2) следует, что

/,= Ь'"‘ Д[Р | 1 А/’7Д/А^/ = 1 1п /V 4՜ ^'>։^\1 <*р] или
4 4 л

/{ = д,,1п Л' 4- СР(1Р], где аффинор С՞— Л'7А,„. (3)

Аналогично, если Чебышевский вектор сеги к։1 обозначим через 
-/ . го получим

'/=֊-^/1пЛ^ ., где аффинор (]? = Ьч1. (4)
4 *

Если сложим выражения (3) и (4), то получим

/< + « = 1֊Й,|П(№Л')+С(;а -Р(;а (5)
4 /։ * 1/1 ’ • ’

1егко видеть, что между аффинорами С? и имеется следующая 
связь

Л/ Н
С{ = — ֊ <# + -77՜ «Г- где «=«'” г՞՞ *₽»>*»«• 

№ /V Ы
А Л

Подставляя выражения С'/ в (5), получим

(6)

Для того, чтобы последнее выражение было градиентным, должно вы
полняться условие

Л<
к

0. (7)

2. Допустим, что можно дополнить до гиперполосы так, что
бы характеристики семейства касательных гиперплоскостей были пер
пендикулярны к касательной плоскости поверхности. Очевидно, что 
тогда естественная нормализация А\ будет одновременно и двойст
венной (2). Поверхности Х„ допускающие двойственную нормализа
цию, образуют некоторый класс, который в дальнейшем обозначим 
через 1Эг. Тогда для поверхности Э։ уравнение (1) принимает следу
ющий вид . • . . * н•՛’. Лч-ЧЕ -М 



где X, У обозначают соответственно нормальный вектор касательно»՛ 
гиперплоскости и вектор характеристической прямой.

Из (3) и (4) следует, что для поверхности Р3 Чебышевские век
торы тензоров ///;, кц градиентны. Легко видеть, что обратное имеет 
место только при выполнении условия (7).

Мы можем формулировать следующее:
Теорема: Для того, чтобы поверхность Хг, вложенная в 

была £)2, необходимо и достаточно, чтобы Чебышевские векторы 
тензоров Ьщ, кц были градиентными и выполнялось условие (7).

3. Выберем на поверхности Х2 какую-либо кривую, проходящую 
через точку М. Обозначая через я длину дуги кривой, то будем

, I 1 п . .иметь х — XIV1, где V1 — . Диффеоенцируя последние выражения 
дь

но 5 и пользуясь (1), получим

х" ки о1 т" X •}֊ к1/ V1 V' У 4֊ х1 (V* )'.

Проекцию вектора кривизны х" на нормальную плоскость мы 
назовем вектором нормальной кривизны и обозначим через х. Это 
вектор рассматривал Э. Картан в работе (’). По определению имеем

х X -+֊ Л// о1 о' У. (8>
Пусть МР вектор нормальной кривизны, л՜, у-координаты точки 

Р в нормальной плоскости |Х. У}. Э. Картан доказал (3), что гео-

метрическим местом точек Р(х, у) будет эллипс с центром Н
о

22 — эллине индикатрисы нормальной кривизны.

Поставим следующую задачу — выяснить, что представляет собой 
индикатриса нормальной кривизны поверхности 7)2. Так как для по
верхности £>2 главные направления тензоров кц совпадут в (■*), то 
зто главное направление назовем главным направлением поверхности 
в точке М.

Обозначим орты главных направлений через (а/, а,)\ тогда

= з։ А/ а] -г а>, ^// ~ в/ Т“ Д/ * СП
где -2), (т„ та)—главные значения тензоров соответственно
Разложим единичный касательный вектор т,։ кривой в данной точке по 
главным направлениям:

о1 = а1 соз у 4֊ «'8։п <р.

Подставляя это выражение в (8) и имея в виду (9), получаем

с։ соб29 -р о, з4п*<р. кц = ^соб2? 4֊ т։§1п:г<р.

МР — СОЯ2 © 4- з, $1п2<р) X -- (т։ С082Ф 4 т, 81паф) У.



X = а։ СОЗ8 Ср 4- з1па р
У = СО5։ ср 4֊ *։ 51Пгф

А* — ’1 = (б2 — <։«) 81П։ Ф или
У— -։ ('! —

Из последнего получаем

Л՜ (^։ ”։) 4՜ У (°2 51 I — 32 ~2 '51
Таким образом, мы получаем, что для поверхности эллипс ин

дикатрисы кривизны вырождается в отрезок прямой, и его центр сов
падает с серединой этого отрезка. В случае, когда эта прямая про
ходит через точку М. т. е. -2 получается, что Г)՛, лежит
в Е։
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