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О плоском установившемся течении тепла в составном цилиндре 
при наличии теплообмена с двумя различными 

окружающими средами

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 14/Х7П 1964)

В настоящей работе дается эффективное решение задачи плоского 
установившегося течения тепла в круглом неоднородном бесконечном 
цилиндре, составленном из сплошного цилиндра, находящегося внутри 
полого концентрического цилиндра, с различными теплофизическимн 
характеристиками (фиг. 1), когда на внешней поверхности рассматри­
ваемого тела происходит теплообмен'с 
двумя различными средами. Предпола­
гаем, что внутри тела происходит теп­
ловыделение.

Поместим центр поперечного се­
чения тела в начало координат, причем 
так, чтобы угол Г'ЕЕ был симметрично 
расположен относительно оси * ? = О 
(фиг. 1), и если обозначим через ^(г, <р) 
температуру внутри цилиндра 0 
а через <7։ (г, ©) — температуру в ци­
линдре а < г < с, то Ц и будут фиг. 1.
удовлетворять (в соответствующих областях) следующему уравнению [1]

д՝Ц\ 
дг֊
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д֊Ц, 
др

(/=1;2), (I)

условиям сопряжения на поверхности раздела г —

4/։(а, <р) и2(а, (2)

а также условиям на границе тела г — с
р)
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dU2(r. ф) I , rc . . ... ..—4—— = Л2 [S, (9) - U. (c, <p)J
dr |r_c

при 0 < Ф ш и 2к — w<cp<^2n.

Здесь 1| — коэффициент теплопроводности Z-й среды; Q/(r, <р)-ин- 
тенсивность тепловыделения; <$։(<р) — соответственно коэффициент 
теплообмена и температура окружающей среды на участке поверхно­
сти РЕ'Е\ а //2. 52(?)— на участке Е'ЕР.

Относительно С^х{г,^) и ф։(г, <р) предполагаем, что они сумми­
руемы; что касается функций и 52(<р), то предполагаем, что они 
имеют ограниченную вариацию.

Для нахождения решения задачи предварительно разложим функ­
ции Ц (г, ф) и иг(г, ^р) в ряд Фурье

(5)

где

j՝ Ut (г, ср) sin kv d 

о

1'4')--!

77 
О

Умножая уравнение (1) последовательно на —sin&prf<p и — cos ky dz 
~ тс

и интегрируя от 0 до 2г, для определения (г) и gjk‘)(r) получим 
следующие уравнения

/Ю-(Г)+ .L/W(r) - ֊/<'>(/■) - ??’(/■);

(6)

£(Л(Г) + - ’ <г) = Р? (г),
Г г2

где
2к

(г) - — (* Q- (G 9) sin А<Р 
^тс J

О
(?)

2х

(г) — ;— ( Q/ (r. ?)cos d'^
z J

О

Решая уравнения (6) и удовлетворяя условиям сопряжения (2).
будем иметь

2А
?<»(/) /Л1 dt 4֊ г*

и

Г

>
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а

^(г) = С„а-’‘

О

а

О

■ Д* МА (г, а) — а՜*
2/?

а 
Р

М„ (а, Г) 9<» (/) /»+1 <Н +

О

(8)
а

Здесь для кратности обозначено

М, (г, х) = (X, 4- Х2) г* х֊к - (Х։ - х2) хк г֊к-

Ьк(г,х) гк х~к - хк г֊к. (9)

Прежде чем перейти к определению неизвестных Д* и С*, вхо­
дящих в выражения (8) для функций и Я*’ (г)« представим
граничные условия (3) и (4) в следующем виде

дС/2 (г, <р) 
дг

О, (с,?) 5(т), (Ю)

где функция ф(<р)в(Л1 — М
1 ш 2 V 5*п ^и>с0§
2 « * * -1 к

равна

*■ - Ч при |1>>т>2я-и> и - Л‘-^- в интервалах. (О, «•) и 
—

(2п —Ш, 2к), (?) равняется А151(?)в (^, 2--«) и ЛЛ2(?) в (0, «>) и 

(2я — (1)э 2^г).
Умножая правую и левую части условия (10) последовательно

на —։т*<р1/<р и ЛсоаМР и интегрируя от 0 до 2֊, будем иметь
К
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Обозначив
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_ 1 12'м* .гСк- 17( I+ п м‘{а՛с) 1 г‘+՛л-
О

к
/>;-> (о (с, о м,

1

из (11), (8) и (13), после некоторых преобразований, для определения 
новых постоянных и //> получим две не зависящие друг от друга 
бесконечные системы линейных алгебраических уравнений

т с у Л С05 Ло) 51П у'ш — у'51П Л О) СОБ /и)
/л,-

(14)

//а =
2(Л1֊Л2)с| к ?, у С05 Ли» 51П /и) — Л С05уш 81П Ли)

ТГУ

51пЛш 
~2Г,1°

где
С (/?! — //2) 51П 2Лш

к~ 2Л2-
—------ (V с֊1*՛
мк (С, а)

Г(Л։—Л2) 51П 2Ли>

*= "о =

*-т; СчА —------------
Мк (с, а)

2ка~кI к

о

и

(15)

(I

а
----- ------- 2\а~к С
/На (с, а) .)

О

а

Что касается //0, то она определяется посредством п. из следующей 

зависимости
2 (/։, - л5) ՝ , 51П /и»

’О

2

и

аО

(16)
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Для исследования разрешимости систем (14) оценим предвари­
тельно суммы модулей коэффициентов в каждом из уравнений этих 
систем. Обозначив через сумму модулей коэффициентов /г-го ур;1в. 
нения первой из систем (14), будем иметь

2к 07}

Выражение в правой части неравенства (17), начиная со значения

становится меньше I,

причем с возрастанием к оно стремится к нулю с быстротой—֊—
Г к

Аналогичные оценки получаем для второй из систем (14).
Таким образом, системы (14) квазирегулярны, причем сумма мо­

дулей коэффициентов &-го уравнения систем стремится к нулю с бы- 
(7

стротой -г — - С другой стороны, принимая во внимание условия от­

носительно заданных функций ^(ср), 52 (<р) и фДг, <р), из (15) и (12) 
получаем, что свободные члены систем (14) остаются ограниченными 
в своей совокупности. Согласно общей теории бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений [2], системы (14) имеют един­
ственное ограниченное решение, которое может быть найдено методом 
последовательных приближений.

Подставляя значение Д։,(г) из (8) в (5), а также принимая во 
внимание (13) и (7), для функции б/Дг, ср) окончательно получим
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где обозначено
■V» (г) = (№„ (С| а) г֊*—^ (а су а-иг..

(19)

* Аналогично получаем для Ц, (/-,<?)

(7։(г, =
2 2X^1?

1п — 
с и.

о о

а 2г.
П Л

(?, (<, в) «ОЛ +

2п С 2г.

, <22 (М) / 1п ֊֊
1 и с

о

/ИА (г, а.
", .И» (с, а) I к\'к {тк з!п ф пк соб &?) 4-

а 2г.

£*(<•,'■){ I РДЛ 0)^+։ сов *(?-«) б(вЛ +

О о

г 2г.

а О

<?,(М)Л1։ (<,а)/со5*(?-0)№« +

։_
2л2

Мк (г, а)
г О

ф2 (£, 0) /.* (С, /) I СОБ Л (у — 6) с!Ш (20)

а О

(а < г < с).

Ряды, входящие в выражения (18) и (20) для С\(г. у) и £Л(г, у), 
весьма быстро сходятся в соответствующих областях, включая гра­
ницы. Задаваясь значениями величин X,, /ц и функций , 5/, а также 
геометрическими размерами области и величиной угла ю, из (14) по­
лучим оценки для и пк сверху и снизу, после чего способом, из­
ложенным в (*), найдем из (18) и (20) значения (г, <р) и 1г9(г, <?) с 
избытком и недостатком.

В заключение рассмотрим некоторые из частных случаев, а) Если 
>.։ Х։, то получим однородный цилиндр, и выражения (18) и (20)
значительно упростятся, б) При = 0 имеем полый цилиндр с теп­
лоизолированной внутренней поверхностью, в) Если Л) = А2։ т. е. 
окружающая среда однородна, то ряды, входящие в (14), исчезают, 
системы бесконечных алгебраических уравнений (14) вырождаются в 
равенства и решение совпадает с решением, получаемым обычным 
способом.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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Ռ. Ս. ՄՒՆԱՍՅԱՆՐ՝աւյաւ|րււսլ զգոնում* ջերւքության հարթ կայունացած հոււքի ւՐ։սւ։ի(յ՝ երկու տարբեր 6րջաս|ա»ււղ if իջավայրերի հետ ջերւքսւփոիոոհաեէք шлառկայության qbujfnLif
.րի հետ ջերւքավւո|սահակւքս1Օ

Հողվածում դիտարկվում Հ ջերմության հարթ կայունացած հոսքը անհամասեո կ „ 
անվեր! դյանում, երբ այն կազմված է տարբեր նյու թերից րադկացած սնամեջ դրսնիդ I 
նրա ներււր էքսւնյոէք հոծ րյ րսն/,0։

ենթադրվում է, որ մարմնի արտաքին մակերևույթի վրա աեղի ունի ջերմ ափոի,ա֊ 
նակոէ թյուն երկու տարրեր շրջասլատող միջավայրերի հետ, իսկ մարմնի ներսր ղոյոլ֊
թյուն ունի Հհ ր մ սրրտա ղրու թ յ ուն է

/ոնէքրի քուծումը արվում է և ո ան If J ո ւն ա չա
lfUitftfi/ած արարք էք ո t էք ил մ ի տ ո ղ ոսրրԼրուի 
ր ահ ւոշ^ական հ ա էք ա и ил ր ո Լ մն ե րի ան վ ե ր 9

փական և աստիճանային ֆ ունկցիաներ(,։/ 
գործակիցները որոշվում Լն գծային հան֊

и ի ոտ և միրք , որի /է֊ ե րրո ր ղ шиш

կիքյների ո էք ո ւ լն Լ ր ի էքոււքսւրր &֊ի աճ if ան հ Լ in if ի ил oil’ll ձրքտոէմ է զ ր ո J ի
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