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В С. Саркисян

Изгиб неортотропных составных призматических стержней

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 13 IV 19641

Изгиб составных стержней через функцию кручения и изгиба 
сследован Н. И. Мусхелишвили (։). Эта же задача для анизотропных 
тержней рассмотрена К. И. Боршем (2). Задача об изгибе изотропных 
ставных стержней через функцию напряжения исследована в рабо- 

вх (3՜4). а с учетом линейной ползучести рассмотрена Н. X. Арутю­
ном и К. С. Чобаняном (5).

В настоящей работе рассматривается задача изгиба стержня, со- 
тавленного из различных анизотропных (неортотропных) материалов, 
срез функцию напряжений при произвольном расположении попереч­
ен изгибающей силы.

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим ани- 
тропный стержень, составленный из различных анизотропных при- 
матических тел, епгянных или склеенных по боковым поверхностям 
)гда упругие постоянные этих тел различны. Предположим, что в
ждой точке каждого тела имеется лишь 
шметрии, нормальная к оси стержня 
. е. каждое тело—неортотропнос).

Область поперечного сечения, со- 
гветствующую различным .материалам 
ержня, обозначим через £>։,-••, Оп, 

инию раздела смежных областей /Л и 
/—через £*/, а контур всей облас- 
>-через 10 (фиг. 1).

Пусть один конец стержня заделан, 
х Другому концу приложена попе-

—>
:чная изгибающая силаА\) про­
дольного направления. Поместим на- 
։ло координат л, у, г в некоторой точ- 
? сечения заделанного конца изгибае- 
0Г() стержня. Ось г направим парал-

одна плоскость упругой

“'1

,1ьно образующим поверхности призматического составного анизо- 
'иного стержня, а оси х и у в плоскости поперечного сечения. Для
принимаем следующее выражение
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где / —длина стержня, 
Предположим, что 

енты взаимного влияния 
тел одинаковы.

Имеем

а Ло, Во и /\0 — пока неизвестные постоянные 
коэффициенты Пуассона л-г, и коэффици.
первого рода VrV. г материалов составляющих

_(•)___ (Л _ _(/) _ п
^Х • — *ЛЧ» — V

Уравнения обобщенного закона Гука, 
координат, примут вид (6),

(/-кг. • •»«) • (1.2)

отнесенные к указанной систем.

= - »v: • (.4ОХ + Воу -4֊ А'о)(/ — z\

“ V — '/yr ՛ (•'IfiX ՛ ZJpV *о)( " )>

ч-==(-40х-4-Воу -I A‘o)(Z — г),
<'>__„(/) до ДО до । yz—“44 *vz 1 “,45 v.rz

Ji} , (i) (if (/ »1. 2.-.-, л)
j.rz — “45 *yz ~ “55 4az

7.0՛ = Ъу. ։• (ЛаА- + Воу + /\ 0)(/ — г).

(1.3)

Из условий равновесия части стержня, расположенной между 
свободным концом z = l и произвольным сечением z — const, для оп­
ределения .40, Во и А'о получаются уравнения

(1.51

Здесь 5/ — площадь области /Л, SlX и — статические моменты 
площади 5/ относительно осей а* и у, а 7/у и У/ху—моменты инерции 
и центробежный момент инерции площади 5/ относительно осей хи у.

Уравнения равновесия для элемента стержня имеют вид,

<Л՝-֊=0, ֊^֊=0,
dz Oz

dz

ох с)у <Тзз
и будет тождественно • ж

J/)

удовлетворены, если положить

д\>

'■г ~ 7՜
дх

2а(£

(1.6)

(1.7՛

(1.81
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где через Ч/(х, у) ооозначена функция напряжений в области и, а 
(у) и (■*) ~ произвольные функции.

' ' Из условия совместности деформаций, учитывая (1.3). получим

(О
(й-'— ^7 = (2’" В"+' Л»> Л —<2’^ 4о+Чх, С,„ (1.9,

* 
ыесь Со произвольная постоянная интегрирования.

Далее при помощи (1.4) и (1.7) из (1.9) находим, что

" + 4?.|5-(2,л.в. + ,
ах1 дхду ду-

•^о)у + —О՜ И(А-ЯоУ) 
Я 33

~ ч \-\ /| (X ) «45 Г о* (2 10)

Гак как 
действий, то 

дЧ՛ I 1

боковая поверхность 
получим

стержня свободна от внешних воз-

(1х
<,) • А»-*՛

О Я

^у
№ О (О

Из условия равновесия бесконечно малого элемента, находящегося в 
окрестности линии раздела областей Ц и О/, находим

№
(1х

(1.12)
(РГ 

дх

Воспользуемся условием непрерывности перемещений на линиях 
раздела А//. Напишем выражения составляющих деформации сдвига 
для области затем учитывая (1.4), (1.7) и (1.8). получим

(ИЦ

д!

1 ж (.4„л': Авх) (1.13)

С^՝1
— (I 11 

0>\»

Умножая

+ («»г + А,м)+Х (л ।
дх -Ч;и

соотношение

А>') ?•<>՛)

Лх
(1.13) на и,- . 

ах

(П1 
дг

а 1.14 на
б/у 

т/5

Ренльтаты, устанавливаем

0 4', 

оу

(1.14)

складывая



Итак, рассматриваемая задача сводится к определению в области 
поперечного сечения функции напряжений *Г (х, у), удовлетворяю­
щей R соответствующих областях /Л дифференциальному \ равнении 
(1.10), граничным условиям (1.12) и условиям (1.14) и (1.18) на ли- 
ниях раздела Л,.

Теперь выясним смысл Со. Для этого составим смешанные вто­
рые производные при помощи (1.16)—(1.17) и, приравнивая их, 
найдем

<7.0=4/
“ И ---- ------------- - “45 ~ ,

дл- дхду &
= (А,х - «»>')֊! 

“33
“44 (X) -

./) • . o2Vi д2и<
“ 55 -Д V )

о ха г Оу о с✓
(1.191

Сравнивая (1.19) с (1.10), получим

(> 1 /dv, Oiii \
где ^2=—---------— j — поворот элемента поперечного сечения

около оси z. Интегрируя (1.20) по области ZJ0, получим (’)

“Ь (~՝;֊гг^Д i ^лу. г ^4q) ' X, ( 4՜ тМу, г ' ^о)У'== — 2^. (1 --1 *

« 1 г г .где н =— ։ | — ахау, s0, хс и ус—площадь и координаты геомс
$о J J

Do

трического центра тяжести области Do.
Нетрудно установить, что условие

С„ = (2»,։ ■ Л 4- ъ֊..,■ в„) у; - (2v„ • в„ + 7,.„. г • л։) 11.22»

необходимо и достаточно для того, чтобы поперечный изгиб анизо­
тропного со тавного стержня не сопровождался кручением.

§ 2. О решении задачи изгиба неортотропных составных 
призматических стержней. Обозначим через малый параметр дзя 
области D1
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(2.1)

причем ;а — Для ортотропного материала. Затем введем новые пере­
менные я и ? (/,к)

«в
„(/)
« Н

(2.2)

Тогда дифференциальное уравнение (1.10) можно представить так

дЧЛ 
да?

где

дЧ'к
ОгОу <?32

«о ) 4֊ Л (я, а})՝), (2.3)

Л<*)Л(П 
__  “15 “44

у.<|(у.<*՜’
«45 «14

О'$_А-ц 

(>» 
ЯГЛ <2 И

‘^ = ,1
<245

ЛИ 
0.5 > <*> ’

И М

(*' <?'*’ (я) — г* ухг ^Ог —

О Л(1, 1
<2 о

муг -Ло-Уу — V

Л';*(а, ?. «՛,/’) = ֊V !( А,’ - «о? | } (о + Т)+° («оУ՜ - '’»*)
^44 1\ > <144''

Граничные условия 
можно представить

=3'Н-
(1.12) и условия (1.141 и (1.18) при помощи (2.2)

дз
(2.4)

_ дЯ> =/, - /, па / „ . (2-5)

ЛМИ<-!- :*.՝։|е|,--ЛМС'|у -п№|У|, «а
где введены следующие обозначения



с/44' |е( ՛!), (а)—6’, ՛>/ (а)] > /1 I «4?а<ч|/И авЛ

Представим решение уравнения (2.3) и виде (՝ ՝)
<4

Из (2.7) и (2.3) находим

й» Л// ) (4—1, 2, •, п) , (2 8

А,бД = Л»(а, В, «I/1) + Л" (а. ₽), (2.9)

=₽*(> (а* (О (/ ։..з..(2.10)
где

(/."(а, ₽) = 2).„ д‘ 1& ֊Д' 
()и)} (/֊1. 2. ••) '

При помощи (2.1), (2 2) и (2.7) из (2.4), (2.5) и (2.6) получаются

-эст =г
0$ ՛ ,к

дЦУ __ I На
()$ (1 = 1, -.и) )

</О',0' оиГ , ,
г/5 •" 7>’

на Л/,
_ ои(̂  =

()з дз (։՜■’« 2- ‘ >

.V.. |, = /Ч |(Л”’|; +•% |О' " 1,+Иь
(П1 1.2. • •■)

(2. И)

(2.12)

на 1-1!

(2 13)

Таким образом, решение дифференциального уравнения с не- 
разделяющимися переменными (2.3) с условиями (2.4) —(2.6) ириво*
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9

!игс>1 к рекуррентным Дифференциальным уравнениям с ра «делян.- 
шиився переменными (2.8; - (2.;0) с более простым., условиям., 
12.111 (2-13)-

§ з. Изгиб неорторопных двухслойных при . иитических степ « - 
ней прямоугольного поперечного сечении (фиг 2). Если изгибающая

I А
Фиг. 2.

сила направлена по оси х, изгиб составной консоли не будет сопро­
вождаться кручением. В этом случае напряжение представим в таком
виде

(») г?Г.
ду 2а&

,<п _ (/ 1.2)
(3.1)

дх

Для произвольных функций ф/(у) и ։^(х) примем

{Ь н-2а) 
8л&

„Л, (V֊3«„) 
оЛаз

(3.2)

Вычисление показывает, что

Д, v;=0. й„=о. .4„ = -А« 
9 \ а (а -4- /»)

(3.3)

А'» =
6а (а -В /Я Р<4з (ДвР

W,+ *aL)|aaii(4«2 + 6o*+3*։)+ •<' *>’*

Для (/»"' (а, 
кие (2.8) с

■>) в каждой области О. (*•=!. 2) "У*"” Рс""'гь >Рав,1е՜
услОВИЯми

дг
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Решение уравнения (2.8) можно представить

(3.5)

(3.61

(3.7)

(3.8)

СЛ0’ V (Д*, 8НсА/ а 4- сИс*/ а — Мк,) 81п -

где (3.9»
.И„ = 1!’~'

-2 ;։ 1/Й а — —I ‘к , <1ы — - — р) (3.(01

Постоянные Ак1 и Вк/ определяются из (3.5) —(3.8). Второе при­
ближение строим так. Подставляя выражения 1/к' (а, ₽) из (3.9) в 
(2.9), получим

Д» и1’= 2 £,.(») соз-^^- + £«(։, ₽, а«'я), (3.11)
/-։ ^Г1

где . л

(*)= (Ак, сксь, * Вл/бЬс*/։), 2*
_^0

«И

(3.121

Из (2.11) (2.13) для Сгк]) (а, р) будем иметь следующие гра­
ничные условия 

ч1

ои^ в ()и11. 
да да при 3 -= ± Эр (3.13)

при я — аР (3.14)ди\"

при я = а2, (3.15)

дЬ՝]) 
дЗ к

аи ои','

<Я,'/

ди\'> 
Он

на а = аэ, (3.161

(֊ У <С։"՛ с^а) 51П ՛—н на 1 = ал, (З.Ь (
2%

где

В,а (я) — е2 В,!2(а)
1 х > /

, ^лл(а) — — — \ —-—-(Л*у зЬс*/а 
; 1,3/3-«3

о ֊е«
“ (II)

+ Вк1 с!1 х Мк, ) (л»*2, 4։• • •).
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решение дифференциального уравнения (3.12) представим в виде
*4“

,!1- —

/ М11 
(. ь

п

IИ (3.18) и (3.11) находим

(к - 1.2)
(3.18)

ГС',Л («) Рл*(а) =
0 п

п
Л=1,3

Решив уравнение (3.19), из (3.18) 
вюшре выражение

полVчаем для
(3.19)

(а. 3) еле-

СпЬ* П < кп с 2

где

Лп (3.20)
98

1^кп (■*) — пк{ сЬ С^/ 7 7 511 ( п/ ■* ՝•
/ Т 3

$нЫ— 2/.* И] Гы

Постоянные Спк и Плй определяются из (3.14)—(3.16).

Таким образом, имея (7* ' (а. р). при помощи (2.10)—(2.13) ана­
логично можно построить решения и в последующих приближениях.

Ереванским государственным университет 
Инииттт математики и механики Академии на՝ к

Армянской ССР

ц. и. итизиъ

$* 1111|и1Г|Г'(11( 114
ир’|вц1Ги19|11| <11Н|Ьг|1 61101-1/(1

7‘Д СП Ш[!!/ У Ш <) /, Ш Шр р А /'
•и ч и/’Ь^р 1»'11 и I 4^14 /// / Ч*Л ш11 */

1и“1л11 А/’/’*

Ъу1-рЬр[ч} 11и1ч>1>1шЛ
>(Ы{ „!• л ч^1»

ирРишрпи{ ^/|

\utpPnt [^псЪ п^^ипц) вчсЬч~

»/»</ 1)1и1рц'11 7/1 “'/

_ ./ т I -г . (՝1 =
4ух ‘уг’ ■ гу. : >лу.^
м,Л.А/»/» А ■<(

1, 2...... п)

1Шр>!и>Лп> Рг>Л ^п.Ъ1/.1{1-ЪЬгр tnlip4t.jP -

. I

^Ьрп! /։

//|/1 и/ У III р >! /и Л 4 /'**^7/*^ 7 и1 1' ш ' > иш —

и ш и/ и!
{•п.ЛЬрр 1.Ъ „Л9и>>ч>1»ч фпфп^ш^шЪЪЬрп^ ՝'" 1 1

орРтпрпи^ Хпц!< ՝
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