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МАТЕМАТИКА

С Г. Овсепян

О порождающем множестве граничных точек в задаче 
Дирихле для уравнения колебания струны в многосвязных 

областях
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 18Д1 1964)

В настоящей заметке изучается следующая задача Дирихле
д2и 
дх-

и

֊(!֊)֊) ֊ = 0 
ду2

= з(«)
г

в ограниченной .многосвязной области I) с границей Г, где ? — веще
ственный параметр с модулем меньшим единицы.

Хорошо известно, что для гиперболических уравнений краевые 
•.адач и с заданием на полной границе не являются корректными. Тем 
не менее изучению таких задач посвящен ряд работ советских и за
рубежных авторов (1-4 и др.).

Как сама задача (1), (2), так и порожденные ею спектральные 
разложения достаточно полно исследованы в работах Р. А. Алек
сандрина в том случае, когда рассматриваемая область является вы
пуклой.

Оказалось, что в этом случае все связанные с задачей (1), |2> 
существенные результаты могут быть сформулированы в терминах 
специальных топологических отображений границы области на себя.

В частности, в работе (4) введено понятие порождающего мно
жества граничных точек, выяснена его роль, и построено это множе
ство в случае выпуклых областей.

Наша цель — исследовать соответствующие вопросы в случае 
невыпуклых и многосвязных областей.

То обстоятельство, что характеристики уравнения (1) в рассма
триваемых нами случаях пересекают границу области в более чем 
двух точках, естественным образом усложняет исследование, однако 
путем некоторых дополнительных построений удается выделить части 
границы области, где ситуация аналогична случаю выпуклых областей. 
В остальной части границы обстоятельство совершенно иное.



Построение порождающего множества дает возможность уС1. 
вить некоторые георемы единственности, а также построить всю 
вокупность обобщенных собственных фукций, отвечающих фикси 
ванным значениям числового параметра X.

Хороню известно!1), что задача Дирихле (1), (2) для прямоуголь. 
пых областей неустойчива по отношению к изменению области 
именно при л — О, если отношение сторон прямоугольника иррацио 
нально, то не может быть двух различных решений, тогда как при 
рациональном отношении сторон соответствующая однородная за дач ч 
имеет нетривиальные решения.

Оказывается, что это обстоятельство имеет место не только для 
прямоугольных областей, по и для любой ограниченной многосвязной 
области 1) с кусочно-гладкой границей Г, а именно, для любой такой 
области и для любого г 0 можно указать области и О., с гра
ницами Г։ и Г2 такие, что расстояние границ Г։ и Г2 от Г меньше 
чем г и решение задачи (1), (2) в области Е)х единственно, а в /Л нет 
единственности*.

Пусть V — ил = сопя! • (соответственно у + р.х = сопя!) первое
(соответственно второе) семейство вещественных 

нения (1), где положено ----- -֊ = и2.
1 + >• '

характеристик урав-

Точку р Г назовем /.-вершиной области I) (или границы Г), 
если хотя бы одна из двух характеристик уравнения (1), проходящих 
через точку/? в некоторой окрестности этой точки, целиком лежит 
либо вне /.>, либо на О - - Г.

Многосвязную область и с кусочно-гладкой границей Г назовем 
/•-допустимой, если она имеет конечное число /.-вершин и каждая 
характеристика уравнения (1) пересекает ее границу лишь в конеч
ном числе точек.

Назовем характеристическими отрезками области О те отрезки 
характеристик уравнения (1), целиком принадлежащие Л) Г, концы 
которых принадлежат границе Г.

Для выпуклых областей Р. А. Александрином (3> 4) было дано 
дна различных обобщения понятия решения краевой задачи (1), (2) 
и доказана их эквивалентность. Аналогом этих обобщений для крае
вой задачи (1), (2) в многосвязных областях будут:

Определение 1. Пусть э (5) суммируемая на Г функция. Сум
мируемую в и функцию и (х, у) назовем обобщенным решением за
дачи (1). (2), если она удовлетворяет интегральному соотношению

« (*, У)

Если потребовать не только близость границ, но и близость соответствующих 
касательных к ним, то. как показал 1О. М. Березанский (’), можно построить спе
циальные области, в которых задача (I), (2) устойчива.
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1>У (3>

для любой функции ®(х. у)бФо(О). где Ф„(О) множество всех глад- 
НИХ В И функций, исчезающих на границе Г.

Определение 2. Суммируемую в /Э функцию и (х у) назо
ви обобщенным решением задачи (1), (2), если она представима в 
виде суммы двух суммируемых в И функций

//(л-, у) =/(х, у) 4-£(л, у),

где /(*. У) постоянна на почти всех характеристических отрезках 
первого семейства характеристик, а £(х, у) на почти всех характе
ристических отрезках второго семейства характеристик и если на 
границе Г и (х, у) почти везде равна о(х).

Лемма 1. Из того, что и(х, у) является обобщенным реше
нием задачи (1), (2) в смысле определения 1, следует, что она яв
ляется обобщенным решением той же задачи в смысле определе
ния 2, и наоборот.

Можно доказать аналогично тому, как это сделано в работе (Д, 
что если обобщенное решение задачи (I), (2) является гладкой функ
цией, то оно является решением в классическом смысле.

Как было указано выше, построение порождающего множества
граничных точек играет принципиальную роль в исследовании задач 
типа Дирихле для уравнения (1). В этой работе мы укажем способ 
построения порождающего множества в случае класса многосвязных 
допустимых областей в терминах специальных отображений границы 
области на себя. Для этой цели нам понадобится ввести ряд опреде
лений и понятий.

Рассмотрим два отображения ЗЛ и 3 границы Г на себя. Об
разом исходной точки 0 при отображении 3 (соответственно Зх) бу
дем понимать второй конец каждого характеристического отрезка 
первого семейства характеристик (соответственно второго семейства 
характеристик), первым коней которого совпадает с точкой б. Если 
для исходной точки характеристический отрезок вырождается в точкх. 
то образом ее считается она сама.

Заметим, что в рассматриваемых нами 'случаях, в отличие ог 
случая выпуклой области, отображения 3Л и 3> определяются, вооб 
ще говоря, неоднозначно.

Назовем к-циклом, порожденным граничной точкой совокуп
ность всех граничных точек, получаемых из исходной точки б п\ о 
поочередного применения отображений 3 , Зх или наоборот, при к м 
на каждом шаге применения многозначных отображении Зх, 3. 10 
нимается некоторый определенный образ.

Цикл называется замкнутым, если он состоит из конечною числа * 4 • • •
точек.
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1очку ч-| назовем периодической, если все порожденные 
-циклы замкнутые, полупериодической, если среди /.-циклов 

замкнутый цикл, и непериодической, если среди /.-циклов нет 
кнутого цикла.

Если периодическая точка б порождает только один /.-цИ1<1 
число точек этого цикла называется периодом точки 0.

Заданная па Г функция / называется инвариантной относительно 
отображения 5, если для любой точки ОГГ она удовлетворяет ус 
ловню

/(б) =/(56).

Пусть А' —некоторый класс функций, определенных на 1'. Мно
жество точек ЕсГ называется множеством единственности для класса 
К. если из того, что инвариантная относительно 5, и 5, функция 
/ К равна нулю на множестве Е, следует, что она равна нулю тож
дественно.

Множество АсГ называется множеством продолжимости для 
класса А', если для произвольной функции £ К существует инва
риантная относительно 5> и 5> функция / из КУ которая на мно
жестве Е совпадает с £.

Множество 1 с Г называется порождающим для класса А', если 
оно является как множеством единственности, так и множеством 
продолжимости.

Обозначим через А’ (О) множество всех обобщенных решений 
у)=/(х, >) + £(л, у)}

задачи (1), (2) для которых /(х), £ (х) £ К.
Легко убедиться, что значения лишь одной компоненты / или # 

решения и на порождающем множестве единственным образом 
определяют и (а՜, у) во всем Г).

Очевидно, что любое расширение множества единственности 
снова будет множеством единственности и любое сужение множества 
продолжимости снова будет множеством продолжимости. Поэтому для 
существования порождающего множества необходимо и достаточно, 
чтобы существовало столь „узкое* множество единственности Е и 
настолько „широкое* множество прддолжимости /՝, чтобы Е^Е.

В дальнейшем под К будем понимать класс функций, опреде
ленных на Г, для которых в каждой точке Г существуют односто
ронние предельные значения- Легко видеть, что функции из А могут 
иметь разве лишь счетное число точек разрыва и, следовательно, А 
входит в первый класс Бэра. Две функции из К будем считать экви
валентными, если они могут отличаться не более, чем на счетном 
множестве точек.

Пусть /п (р, Г)—совокупность всех /-циклов точки р. Две 
точки рг и р2 назовем /.-эквивалентными, если множества пг (/?։, /., 1) 
и/п л, Г) совпадают или если существует граничная точка, кото
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рая является предельной точкой с одной и гой же стороны для этих 
множеств.

Обозначим через ЛГ։ множество всех А-вершии, а через .Ч'“!Мно. 
кество всех периодических X-вершин.

Пусть В* подмножество множества М°>, состоящее из всех 
тех /-вершин, каждая из которых /-эквивалентна с некоторой точкой 
множества Ва-1 (Л •« 2, д), причем за возьмем некоторую
точку Л ИЗ М,- Л/*0).

Пусть

М1) = ив։.*=!
Совершенно аналогично, исходя из некоторой точки д С \ 

образуем множество (/ = 2, З,---, /). 
4-0

Таким образом,

М.= и
/г-0

причем при I' =г= / каждая точка множества /V?1 /-неэквивалентна с 
каждой точкой множества

Множество дуг на Г называется инвариантным относительно 5 
и 57, если образы этих дуг при отображениях 5/ и 57 принадлежат 
этому множеству дуг. Аналогичным образом определяется инвариант
ное относительно 5?՜ и 57 множество точек на Г.

Пусть М,.—множество точек, образованное всеми /.-циклами всех 
вершин, тогда дополнение замыкания этого множества состоит из не 
более чем счетного числа открытых дуг

СМХ= и^.(*)
Доказывается, что совокупность всех этих дуг (Ц инвариантна 

относительно 5>. и 57 и что каждая из этих дуг является либо не
периодической, либо периодической, причем число последних конечно. 
Для выпуклой области О такие периодические дуги (как и все п< 
риодические точки) имеют один и тот же период. Доказывается, чк» 
для многосвязных допустимых областей хоть и /-неэквивалентньи 
периодические дуги могут иметь разные периоды, однако все перио
дические точки ^-эквивалентных дуг имеют один и тот же период и 
что все точки одной и той же непериодической д\1и из САЕ. ՛ экви 
валентны некоторой точке из при одном и только одном / 
0=1, 2,---, /).

Пусть

Л(0== и 0 = Ь У’ / = 0> ՝2՝'"՝
Н՝!

где /И՝°‘ — множество всех периодических точек из М, , .И/ сот 
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куиность всех /.-циклов точек а М’— совокупность точек Все 
тех непериодических дуг из СИ>_, которые ^-эквивалентны некоторой 
точке из (/ = 1, 2 • • • /).

Рассмотрим некоторую совокупность всех '--неэквивалентных 
между собой периодических дуг из С/Й\. Оказывается, что дополне 
ние множества Лх ((//») всех периодических точек для каждой дуги 

из этой совокупности состоит из не более чем счетного числа от
крытых периодических дуг

сл(^) = и^Д (/>
Пусть теперь совокупность граничных точек, которая полу

чается путем присоединения к сумме иД>(^/») периодических точек 
(/»)

всех дуг (1Л из вышеуказанной совокупности по одной точке (напри
мер, середины) из каждой дуги б/(/” и по одной точке из Л(/| (։ = 
= I, 2,-• о»

Имеет место следующая основная
Теорема 1. Иля любой ^-допустимой области I) с грани

цей Г построенное множество граничных точек является по- 
рождающим множеством д тя класса К.

Георема 2. Для единственности обобщенного решения крае
вой задачи (1), (2) в классе /((О) необходимо и достаточно, что
бы ;։ состояло из одной точки.

Пусть Д;.(•{) — множество всех периодических точек из
'Гео рем а 3. Для конечнократности собственного значения 

/ однородной задачи (1), (2) в классе К (И) необходимо и доста
точно, чтобы А\ (у) состояло из конечного числа точек, при этом 
кратность собственного значения ). меньше числа точек •{,. не 
принадлежащих Д>. (;) на единицу.

Значение числового параметра /-0 называется эргодическим дли 
данной области I), если множество соответствующих полупериоди- 
веских точек пусто.

Теорема 4. При всех эргодических значениях числового пари- 
метра /. обобщенное решение краевой задачи (1), (2) для допусти
мой области I) единственно в классе К(1д).

Замечание. Если при эргодическом значении X для допустимой 
области /3 существует граничная точка с плотным на Г /.-циклом, то 
единственность краевой задачи (I), (2) имеет место в первом классе 
Бэра. Это следует из следующей леммы.

Лемма 2. При эргодическом значении /- для допустимой об
ласти I) либо к-цикл каждой граничной точки всюду плотен на\, 
либо не существует граничная точка с плотным на Г /.-циклом.

Теорема 5. Для любой допустимой области В кусочно
постоянные собственные функции (принимающие только три зна
чения 0 и 1), соответствующие собственному значению полны
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„ смысле равномерной сходимости в классе всех собственных Функ- 
„„низ к (О), соответствующих этому же собственному знаке- 
иию

Для иллюстрации вышесказанного рассмотрим один простой при
мер. Пусть R—прямоугольник с длинами сторон а и Ь. Разделим его 
на конечное число равных прямоугольников, разделив его стороны 
соответственно на п и т равных частей, где/I и ///- произвольные 
натуральные числа. Пусть 2 ֊֊ область, полученная из R путем вы
брасывания некоторого числа маленьких прямоугольников, а I гра- .

лица полученной области. Доказывается, что если отношение — ра-
Ь

, и2цконально, то /.- неэргодическое, а если отношение ирраииональ-
Ь

но, то / —эргодическое, причем/ цикл любой граничной точки всюду 
плотен на I .

Таким образом, заключаем, что для единственности в первом 
классе Бэра обобщенного решения краевой задачи (1), (2) в области 

ц 2
2 необходимо и достаточно, чтобы отношение —было иррационально.

Ь
Следствие. Задача Дирихле (1), (2) неустойчива по отношению 

к изменению области в том смысле, что для любой ограниченной 
многосвязной области £ с кусочно-гладкой границей существуют 
сколь угодно близкие области 2, и 22 такие, что решение задачи (1), 
(2) в области 2! единственно в первом классе Бэра, а в -Д, наобо
рот, нет единственности.

Действительно, любую такую область можно аппроксимировать 
с любой степенью точности областями 2, полученными вышесказан
ным способом из прямоугольников R как с рациональным, т.н.

Р иррациональным отношением •
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ԱՀն i/Lu/^ini if է L/i(i I) տքւpnt յթր ո i.tt ու у իկ /, ինչ ոչ Լ и
Ո1^պեԿ I

ԱչԼրստնդրյաՆի ա շ խւս տո ւ fJ յո ւնն հրոէ մ I Մասնավորա սյ Լ и Ռ //.. Ա/երսանղրյ ՝յ յ 
։,“՚.'/0/ է (Կ (Տ) 1սն'1ր՚1' եղրտյէն կետերէ ծնող րաղմոէ թյան ղաղաէէաոր ^՞^Ւք

նրս, ղերը I, կաո,,,,},^ /, ,սյղ րտղմո, թյռնր ուոոէցէկ տ Է ր ույթն ե ր Է համար,
Ն Լ ր կ ա ա շ /и ատռ թյան մեջ կտոր ա„ կտոր Ող„րկ եղրեր ո. նեղ„ղ .ր,րՀա ,„ ;

"’/'/”’4Ժ/Ն/'ք/' ^••ք'"ր տրվռմ Լ (I) (2) խնդրէ եղրային կետերէ ծնող ր,Հ։ք 
nncgLfnc մեթող։ ՚ ,Ո>ն 4-

Му? րաւրքու^յա՚հ կաո ni.tjnL.tfր հ*1ւ 
tf Д ա Կ"1ՒԿ աՆ քմ Л ոp է, tf ut*!t եր ։ 1ւ*հշէպ1»ո նաե

տ ալիս

“‘րմերէն ;ա։ք։է։

է նաե, որ ( 1) (3) եղրայհն M'f/v'L' //*"?"* Ն ,՝ է տէրռյթի փոփոխէ 
իւք աո աով2

ւ,ԼւՒ է 
ՈՐ (Կ
P յուն

4,յԼն tfft !цппр шп կտոր ողորկ եղրԼր ոէ*հԼղող (•տղ 
tjnt յրյ տալ ,UJ*/ tnfipnt tf տ*!» If ա ւրո<\ ՛չափով if ո и

J 2) p^trjpfi լուծոէ.մր !). ւոիրու jPn* 'f if ft տ If ր //»^*/<
տէրույթներ այնպե,, 
,ոէրույք,ո,ւէ2

շւինի.

Л И ТЕРАТУРА — ԴՐԱ4ԱՆՈ I» I»՝ 3 Ո l> Ն

1 D. Bourgin, R. Duffin Bull. Amer. Math. Soc. 45(1939), 851—859. 2 Ф.
Amer. Journ of Math. 63, № 1 (1941), 141. ’ P. .4. Александрин, Диссертация, МГ) 
1949. 4 P. А. Александрин. Докторская диссертация, МГУ, 1962. 5 Ю. .И. Березан
ский, .\՝кр матем. жури., 12, 4 (1960). *> гМг


