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МАТЕМАТИКА

С. О. Синанян

Некоторые опенки для класса ограниченных на дуге окружности 
многочленов и их производных

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. Н. Мергеляном 7/1V 1964)

Отправным пунктом для наших оценок служат экстремальные 
многочлены ft -го порядка 

/ &/ sin —
— I 2Мп (el9) = e • cos I narccos------ —

I *\ sin —
\ 2

Рассмотрим класс A", (0<^a<-) алгебраических многочленов
Pn(z) степени не выше n (// = 1,2,3...), удовлетворяющих условию

|Р„(С‘)|<1 (|zi = l, I argz1 <։).
В работе (’) доказана справедливость неравенств

при а < |8 (*)

(**)

Здесь мы докажем неравенства такого же типа для дуги окружности 
и на всей комплексной плоскости.

Лемма 1. Пусть

(л) / 1

= 2arcsin ( sin \ 9

суть корни многочлена (г). Тогда для всякого полинома Рп -т(֊՝ 
степени не выше п — 1 справедливо тождество

где

M.U) (D

л-2
2
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До к а за тсльств о. Выражение

.4, (г)

есть многочлен степени п — 1. Пусть / есть одно из чисел I о. ։',П 
Если /г =#у, то

■И„ (г'я>)
Д։) ' (Я)

Заметим, что

пп, 211к> 
г-г("> г г-

Поэтому имеем
Нт 'Ил(г) =(—!)' -я • а'1", / = 1,2,-•я.

(л) , _ ~<Л| .-֊>гу * *■ /

Таким образом правая часть доказываемого тождества при г = 
= становится равной М,֊! (/,'՝), т. е. совпадает с его левой 
частью. Но так как и правая и левая части этого тождества суть по
линомы степени не высшей, чем п— 1, то из совпадения их в пточ- 

(Л) ках 2/ и вытекает их тождественность.
Лемма 2. Для многочленов порядка нс выше п справедливо 

тождество

Рл (?) — С/։ ’ (2г) ֊[
П

Р„ (г!,՞’) Мп (г)
* —

где
Сп = Рп(0)/Мп(0).

Доказательство. Как легко видеть, разность

М„ (г)

обращается в нуль в п разных точках г[п\ к — 1,2, п, и поэто
му является многочленом порядка п, если Р„ (0) 0. Но нули этой
разности совпадают с нулями многочлена Мп (г), и поэтому можно 
утверждать, что она только постоянным множителем отличается от 
этого многочлена. Положив а = 0, получим

Сп = Ря(0)/Л4„(0).
В случае (0) = 0 указанная разность обращается R нуль в 

п Д- 1 точках: г՝,' , к = 1,2, • • ■, п, г -0, и поэтому, будучи многочле
ном порядка не выше л, тождественно равна нулю. В этом случае 
Сп -= 0.

'I е о р е м а 1. Для многочленов Рп(г) класса Д՞ справедлив 
неравенство
134



I Я, (г) I (3)

всей комплексной плоскости.
Доказательство. Согласно неравенству (1) имеем

! Я (0)

Так как (։)

Мя+1(0) =
281Пя+։ ֊^֊

то имеем, что

I Я. (0) | < 1 __
а а

СО8 — • §1пл — 
2 2

(4)

Из последней оценки получаем, 
класса Д, постоянная в тождестве (2)

что для любого многочлена
имеет оценку

(о)

। Мж (0) I

2

а
СО8 -----

2

Последние оценки дают возможность легко получить утвержде
мне теоремы.

Теорема 2. Для многочленов класса А" справедливо не
равенство

П •СО8 —
(6)

81п2 а . о 
х-------510՜

Доказательство следует из оценки производной тригоно
метрического многочлена работы (").

Неравенство (6) точное в смысле порядка. Это видно из оценки

где при 0 = Л = 1, 2, • • •» «, имеет место равенство. Неравенство 
(6) является обобщением классического неравенства С. Н. Бернштейна, 
ибо предельный переход в его правой части при а —к дает неравен-
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сгво С. II. Бернштейна для производной многочлена на единиц 
круге. 011

Георема 3. Для многочленов класса А" справедлива <>,,.
п

• |ЛМ*)|.
Л-1

во всей комплексной плоскости.
Согласно неравенству (6) имеем, что

п . 2 ։ 2 2651П1 -- • СОЗ2----- рг-
2 2п

2к - 1
81П • 31П 2/7

Используя эти оценки и переходя 
чим оценку (7).

к модулям в тождестве (1), полу՝

Лемма 3. Функция

1п9
Зп (е'е) = е 2 • з!п

. 6
51П -----2 

(п 4- 1) аге со$-------- -
7 3|П --
2

81П։ —
91---------- £.

. 2 а31П‘ — 
2

есть алгебраический многочлен степени п относительно е1*.
Доказательство. Производная полиномов Чебышева Гп + 1(х> 

порядка п -г 1 равна

(п А֊ 1) • 51п [(« + !) агссо$ х)

г
причем Гп + 1(х) содержит только четные степени х, если п четное 
число, и только нечетные степени х, если т»—нечетное число. В силу 
этого замечания, применив формулу Эйлера, легко теперь показать, 
что 5л(е/0) является многочленом порядка п относительно е1Ь.

Лемма 4. Для многочленов порядка не выше п справедливо 
тождество

? I 1 Л
Р„(г) = с; . .-И„(?) +-֊֊‘ у (֊ 1)։ 

2и _____ (л)
[, ■ а[Л) • соз —

Мп (г)

где
|СЛ|

Доказательство совершенно аналогично доказательству тождест- 9
ва (2). Оценка | Сп |1 следует из неравенства (*).

Л е м м а 5. Имеет место тождество
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5111 I лаге СОБ

Это тождество легко получается применением к 5„_։(?| тождества (1).
Теорема 4. Для многочленов класса А" справедлива оценка 

|А.(е'։)| <п | „•. с։?։2 4- 1 при »|<«. (8)

Это есть аналог неравенства А. А. Маркова для многочленов на от
резке.

Доказательство. Рассмотрим сначала такие значения (), которые 
удовлетворяют неравенству 6 р(։л՜". Для рассматриваемых значе
ний 0 имеем

(л_1)2.с|^2- + 1.

Поэтому в силу (6) получаем, что оценка (8) верна при |б ՛
Теперь допустим, что выполнено неравенство

/Г1’
г

Применяя к Рп (г) 
использовав оценку (6),

тождество леммы
получим9

(4), переходя к модулям и

л*

Положив теперь 2 = е‘Г), будем иметь
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Но для рассматриваемых значений 6 все

• ••,/1 — 1 имеют один и тот же самый знак, 
оценку можно записать в следующей форме

Поэтому последу

Аалее, в сил\ леммы (5) получаем оценку

О
о , , sin 2՜

//cos -sin (п — 1) arccos ֊9 а“ . sin —
2

| Sin’-g- —Sin1 у

/ 7 \ К
Положив 6 = 2 arcsin | sin— cosx ),0 ,х<---------- , получим

\ 2 / 2/1-2

//sin (// — 1)х՛ । ]—sin2 ֊2 ֊ • cos2 х
>р (6) = cos (// — 1) х֊{----------------------------------------------а

sin — • sinx
2

Обозначим

■р (х) = cos (// — 1) x-f-
/zsin (// — 1 )х । 1 _ Sjn2 J*_ cos’x

7
sin — ■ sinx9

Имеем
шах 

р 1
Можно доказать, что

Ф(6) = шах 'р(х).

шах ф (х) п । , „։ . с1(,2 _
0 ' ’ -

Неравенство (8) доказано.
Неравенство (8) точное в смысле порядка, ибо, например,

тах | М„ (<■'*) | = Д- •. /л«. с։|,2 _у + 1
1«1 » 2 | 2 ՛
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я думаю, что неравенства (о) и («) точные и экстремальными 
многочленами являются мною ; 1ены ’1еоышева (при соответствующей 
нормировке) для рассматриваемой дуги окружности

Заметим, что неравен։. гво (8) также является обобщением клас* 
сическо!о неравенства II. Бернштейна и что последнее получается
из (8) путем предельного перехода в его правой части при а֊>т

Неравенства типа 
0 и Джексоном ( ') для
тем их опенки уточнил

(6) и (8) оыли получены И. П. Приваловым 
тригонометрических полиномов. В дальнен- 
В. С. Виденский (3).

Институт математики и механики 
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