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I Ж. Н. Кешишян

О некоторых вопросах, связанных с сходящимися 
последовательностями многочленов

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Дярбашяном 16. III 1964)

Рассмотрим последовательность многочленов Рп(г) (п 1), ко
торая сходится в каждой точке единичного круга |г|<1.

I Определение. I очка г единичного круга на шваегся регулярной 
для последовательности многочленов Рл(г), если существует такая ее 

[окрестность, где последовательность {Рп(г)) сходится равномерно. В 
противном случае точка г единичного круга называется иррегулярной.

I Монтелем была поставлена Задача о характеристике множества 
иррегулярных точек последовательности многочленов. Эта задача 

(полностью была решена М. А. Лаврентьевым. Им доказана следую
щая теорема ('• ’)• г

Теорема М. А. Лаврентьева. Для того, чтобы множество 
£ единичного круга было множеством иррегулярных точек некото

рой последовательности многочленов, необходимо и достаточно, 
I чтобы оно имело следующие свойства:

1) множество Е совершенно относительно единичного круга;
2) множество Е является континуумом вместе с единичной 

окружностью;
■3) множество Е нигде не плотно;
4) множество Е имеет свойство М. т. е. любое замкнутое 

родмножество Е множества Е имеет порцию Ех, которая является 
границей некоторой области О, содержащей бесконечно удаленную 
'почку, и каждая точка множества Е принадлежит либо мно
жеству Еъ либо области О.

Если точка г0(1г0|< 1) является регулярной для последователь
ности многочленов Ря(г), то существует такая ее окрестность, где 
последовательность {Рл(г)| равномерно ограничена. Наоборо], если 
последовательность многочленов Рп(г) равномерно ограничена в не
которой окрестности точки г0( г0 <^1), то из теоремы Витали следует, 
что точка г0 является регулярной для Р^(г)\. Отсюда следует, что 
последовательность многочленов РДг) не может быть равномерно 
ограниченной ни в какой окрестности иррегулярной точки ?0. Следо-



вательно, для каждого числа п существуют точка zn, j zn j < ] .
1 ’

— zn|<—֊ и многочлен Pmn (z) такие, что | Pmn (zrt) |> n. Таким ofl. 

разом, если обозначить
m (2) =֊- sup|Prt(z) |, 

n

то для каждой иррегулярной точки z0 

lim m (z) = oc.
t — ։□

С. Н. Мергеляном была поставлена задача о нахождении ско
рости стремления к бесконечности функции т (г) при й (г)~*с 
где ^(г) — расстояние точки г(|г|<4) до множества иррегулярны,, 
точек последовательности [Ря(г)}.

Рассмотрим следующую задачу, которая тесно связана с постав
ленной выше задачей. Пусть /И (/) — положительная монотонная функ- 
ция действительного переменного /, определенная при 0 / "1ц
удовлетворяющая условию

lim Л1 (t) = ос. 
/-.о

Обозначим через // класс голоморфных в единичном круге |г|<^ 
I функций / (г), которые удовлетворяют условию

|/(z)i<7W|rf(z)|, |z|<l,
где d (z)— расстояние точки г до множества Е, принадлежащего еди
ничному кругу и имеющего свойства 1) и 2) теоремы М. А. Лав
рентьева. Поставим следующую задачу: каким условиям должна 
удовлетворять функция .И (/), чтобы класс Н был равномерно огра
ниченным внутри единичного круга, т. е. класс Н был нормальным 
семейством в единичном круге.

В настоящей заметке проводятся некоторые результаты относи
тельно двух сформулированных выше задач.

1. Обозначим через г = г(ср) функцию, определенную на беско
нечном интервале 1 <СФо ?“С 00 и имеющую следующие свойства 
1) 0<>(<р)<1, 2) г (фОг (?2), если ф։ ф ф2, 3) Нтг(ф) = 1, 4) г'(ф)

• if —► то
существует и является абсолютно непрерывной функцией, 5) функция 
'' (ф) = r 4՜ 2՜) — f' (ф) монотонна. Обозначим через ?(/) обратную 

функцию к функции —и (<з). Тогда имеют место следующие теоремы.
2

Теорема 1. Для того, чтобы класс голоморфных в единичном 
круге г ] функций f(z), которые удовлетворяют условию

|/(г)| M\d(z)\, |zl<l

гбе d (z)— расстояние точки z Оо кривой L, уравнением
в полярных координатах является г = г(ф), был равномерно ог
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,„пяченным внутри 
чтобы

единичного круга, необходимо и достаточно.

Нт jog |Og и (/) = ().
t -*■ О <р| t)

Теорема 2. 4 ля того, чтобы существовала сходящаяся в каж
дой точке единичного круга последовательность многочленов Рп (а) 
множество иррегулярных точек которой совпадает с кривой I и 
dm которой т (z) М р/ (z) |, необходимо и достаточно, чтобы 

t 'lim — log log .И (/) 0. z - o<p(f)

Теорема 3. Каково бы ни было принадлежащее единичному 
кругу множество Е, которое удовлетворяет условия и
теоремы М. А. Лаврентьева, существует сходящаяся в каждой 
точке единичного круга последовательность многочленов Рп(г), 
множество иррегулярных точек которой совпадает с Ей дл ՛ 
которой

т (z) exp exp
(</(г)!’ Г

с - некоторое абсолютное постоянное.
Условие (*) для функции М (/) существенно улучшить нельзя. 

Существуют принадлежащие единичному кругу множества Е, кото
рые удовлетворяют условиям теоремы М. А. Лаврентьева, такие, что 
класс Н является равномерно ограниченным внутри единичного кру-
га, если

.И (/) = ехр

где г^>0 произвольное, а С — положительное постоянное (см. |3|).
Теорема 3 дает достаточное условие на функцию Л/ (1). Это 

достаточное условие, однако, вообще не является необходимым. В 
самом деле, доказывается следующая теорема.

Теорема 4. Существует сходящаяся в каждой точке единичного 
круга |г|<^1 последовательность многочленов Рп(^), множество 
иррегулярных точек которой совпадает с диаметром у 0 кру
га. г । < 1 и для которой 

где С — некоторое абсолютное постоянное.
2. Введем следующее определение.
Определение. Точка 2 называется точкой равномерней е.ра- 

ниченности для последовательности аналитических функции 
если существует такая ее окрестность, где последовательность 
ограничена равномерно. В противном случае точка 1 называется/я<>*- 
чой неравномерной ограниченности.
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Справедливы следующие теоремы.
Теорема 5. Каково бы ни было принадлежащее единична 

кругу множество Е, которое удовлетворяет условиям 1) и 
теоремы М. .4. Лаврентьева, существует последовательность
гочленов Рп(г), множество неравномерно ограниченных точек К1, 
торой совпадает с Е, для которой справедливо неравенство

Теорема 6. Каково бы ни было принадлежащее единичному 
кругу множество Е, которое удовлетворяет условиям теорем, 
.И. .4. Лаврентьева, существует последовательность многочлена 
Р„ (г), множество неравномерно ограниченных точек которой со*.
падает с Е, для которой функция т (*) имеет конечное значе
ние в каждой точке единичного круга и удовлетворяет неравен-
ству (*).

В теоремах 5 и 6 условие (*) существенно улучшить нельзя 
Теорема 6 является следствием теоремы 3.

Автор пользуется случаем выразить глубокую благодарность 
своему руководителю профессору С. Н. Мергеляну за постановку за
дач и оказанную помощь при выполнении настоящей работы.
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