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МАТЕМАТИКА
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О теореме Фрагмена —Линделе ЗЕ а для функций
обобщенной неположительной кривизны

(Представлено академиком АН Армянском ССР М, М. Джрбашяном 21/Н 1964)

С. Ы. Бернштейну {’) принадлежит доказательство одной гео
метрической теоремы для функции двух переменных, рассматриваемой 
во всей плоскости. В статье (2) Г. М. Адельсон-Вельский вводит по
нятие обобщенной неположительной кривизны и показывает, что тео
рема С. Н. Бернштейна остается справедливой при меньших ограни
чениях на рассматриваемую функцию. В настоящей заметке рассма
тривается вопрос о поведении функции обобщенной неположительной 
кривизны в полуплоскости. Показывается, что аналогичный факт не 
верен в пространстве большего числа измерений.

1. Определение. Поверхность О, заданная уравнением ш = 
= /(а, у), имеет обобщенную неположительную кривизну, если для 
любой плоскости 7 открытые множества б -точек плоскости 7, лежа
щих выше поверхности (7, и П"-точек плоскости 7, лежащих ниже 
поверхности С, не имеет ограниченных связных компонент.

Мы говорим, что функция /(х, у) растет медленнее любой ли
нейной функции, если

нш = 0.
Ух։4-у»-*« I *2 ՜1՜ у2

Теорема 1. Если функция /(х, у) непрерывная, обобщенной 
неположительной кривизны и / (х, 0) <0, тогда в полуплоскости 
у>0 имеет место один из трех возможных случаев-. 
!)'(*, у) <0, 
2) / (х, у) растет не медленнее, чем линейная функция, 
3) / (х, у) цилиндрическая с образующей, параллельной оси ох при 
значениях у > У, где У > 0—конечное число.

Доказательство. Предположим, что не выполняются случай 
1) или случай 2), тогда докажем, что будет иметь место случай 3). 
Итак, пусть функция /(х, у) растет медленнее линейной и имеется 
точка (х0, у0) такая, что /(х0, у0)>0. Построим плоскость

3



/ (*а, Уо) 
2Уо

У-

Рассмотрим связное замкнутое множество 5:[/(х, у) — ф (у) > 
>0, (х0, у0) £ 5| на плоскости у>0. Такое множество найдется и из 
определения обобщенной неположительной кривизны следует, что 
оно будет неограниченым при х —*Ч֊оо, либо при х-+— ©о. Пусть 
для определенности это множество неограничено при х — 4- о© ц 
ограничено при х—► — оо. Доказательство аналогично, если мы пред
положим, что множество 5 неограничено при х—► — о© и ограни
чено при х—*>4-°°- Доказательство несущественно изменится, если 
предположить, что множество 5 неограничено как при х—» 4-©с, 
так и при х-> —о©. Рассмотрим функцию V (х, у) —/ (х, у) —Ф(у)в5. 
Пусть х։— фиксированное число и х1 > х0. Функция V (х, у) имеет 
максимум по у. Рассмотрим теперь функцию V (х) = тах V (х, у), 

у
Поскольку функция /(х, у) может расти с увеличением х только 
медленнее линейной, то и функция V(х) может расти с увеличением 
х тоже ^только медленнее линейной. Пусть функция У(х) — Сг при 
х = х' (х'>х0) и пусть V (х) = С2 при х = х", где х">х' и Сг < Сг 
Тогда плоскость

/(*о- Уо) 
2у0

у 4՜ С,

срезает с поверхности г = / (х, у) „шапочку*. Пусть теперь функ
ция V(х) = С3 при х = х", где С3> Сг. Тогда плоскость

*2 /(•уо> Уо) 
2Уо

срезает с поверхности г = / (х, у) „шапочку*. Это противоречит тому, 
что поверхность г=/(х, у) обобщенной неположительной кривизны, 
поэтому функция 1/(х)=еопзТ Отсюда, в частности, заключаем, что 
множество 5 неограничено и при X—* — оо. Далее покажем, что в тех 
точках замкнутого множества 50с5, где х»(х, у) = У(х), поверхность 
х = /(х, у) линейчатая с образующей параллельной оси ох, поскольку 
в противном случае с поверхности д=/(х, у) можно было бы сре
зать „шапочку*. Действительно, предположим, что поверхность д = 
= /(х, У) не линейчатая в точках множества 50. Тогда найдутся та
кие три точки (х„, у (х3, у3), (х4, у4), принадлежащие границе связ
ной компоненты 5 с 50, не лежащие на одной прямой, и такие, что 
если отрезок, соединяющий две крайние точки (х2, у2) и (х4, у4), обо
значить через 3 и часть границы множества $, которая соединяет 
точки (х., у,), (х4, у4) и проходит через точку (х3, у3), обозначить 
через I , то множество ? П Г состоит только из двух точек (х2, у2) и

_у4). Точки (х2, у2), (х3, у3), (х4, у4) удовлетворяют еще следую
щему условию: точки множества $, не принадлежащие Г, и такие, что 
их можно соединить непрерывной кривой с одной из внутренних точек
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непрерывной кривой Г, не пересекая отрезка Р (если таковые имеются), 
находятся внутри множества ограниченного отрезком р и кривой 1'. 
Но тогда можно провести плоскость 3 = о(х, у), проходящую через 
точки (х2, у։,/(х„ у3) и (х4, у4,/(х4, у4) и такую, что f(x3. у3) > 

Уз)- Поворачивая плоскость 6 = о (х, у) около прямой,՛ про
ходящей через точки (х2, у2, /(х2, у2) и (х4, у4> f (х4, у4), мы мо
жем удовлетворить следующему условию: множество с So, где 
/(х, у) —о(х, у) > 0 ограничено, т. е. с поверхности z =/(х, у) сре
зать „шапочку". Предположение, что на поверхности z=f(x, у) мо
гут быть прямые линии, не параллельные оси ох, отпадает в силу 
того, что поверхность z = /(х, у) на бесконечности растет медлен
нее линейной функции. Итак, мы доказали, что найдется такое 
Y= const, что Z=f(x, Y) есть прямая на поверхности z = f (х, у), 
параллельная оси ох. Далее, нетрудно доказать, что вообще при 
у > Y поверхность z=/(x, у) цилиндрическая. Действительно, рас
смотрим поверхность zx — (х, у)=/(х, у)—/(х, Y) в полупло
скости у > Y.

Так как /Дх, К)=0, то независимо от того, сохраняет знак или 
меняет знак функция Д (х, у) при у К, повторяя предыдущие рас
суждения, мы докажем, что найдется такое К։ > Y, что Z = f(x, К3) 
— прямая линия, параллельная оси ох. Рассмотрим полосу Y у Y}. 
Проведем через параллельные прямые Z=f(x> Ю и Z=f{x, KJ 
плоскость я = я (х, у). Вышеприведенными рассуждениями установим, 
что на поверхности Х=/(х, у) — я (х, у) имеется прямая линия при 
у = Ко, где К < Ко < К1։ т. е. найдется прямая линия Z = f (х, Ко) 
на поверхности z = f (х, у), где К<К0<У\. Повторяя подобные 
рассуждения, мы можем в любой полосе и любой полуплоскости 
(границы которых параллельны оси ох) при значениях у> К найти 
прямую линию на поверхности z = /(х, у). Поэтому мы можем ут
верждать, что при у К поверхность цилиндрическая с образующей 
параллельной оси ох. С другой стороны, поверхность z=/(x, у) при 
О < у Y может быть устроена таким образом, что не является ли
нейчатой. Следовательно, мы можем только утверждать, что найдется 
такое К, что при у^>К поверхность z=f(x, у) — цилиндрическая с 
образующей параллельной оси ох. Теорема 1 доказана.

2. В этом пункте покажем, что теорема 1 не распространяется 
на случай большого числа измерений. Рассмотрим в полупространстве 
г 0 дифференциальное уравнение в частных производных эллипти
ческого типа:

(1 + <’*“ + 2 ^ + е֊’*± + -- 0.
I дх* дхду ду2 dz2

. ,х—е у \ **1
z---- — —решение этого уравнения.

4 /
и <^0 при z = 0, //>0 при z = 1и | < 1 в полупространстве z >0.
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Но функция и (х, у, г) не цилиндрическая, т. е. теорема 1 в про
странственном случае неверна.

Автор выражает глубокую признательность Е. М. Ландису за 
руководство работой.

Ереванский политехнический институт 
им. К. Маркса

ՅՈԽ Կ- ԳեՐԱՍՒՄՈՎ

էԼհւ}հէսհրսւցւ|սւծ ։ւյ-քսւցաււակահ կւ»րոսթյոս(ւ ա հեցւււ} ֆու <սյ|> 
հւսւքսւր Чичи(рГԼն-Ա|ւՕւլե|ււֆ|ւ |>եււրեւք|ւ ւքսա|ւհ

Աշխատանքում ապացուցված / Ֆրաղմեն֊Լինղ եյոֆի թեորեմ ր կիսահ արթության մե^ [^ղ* 

հանրացված ո չ-ր ա ց ա ս ա կ ան կորություն ունեցող ֆունկցիայի համար։ Ապացու յցր պարղոէմ 

Լ թեորեմի երկրաչափական իմ սոոոր' ///,։/// Լ տրված ։ որ այս թեորեմի ի րավաց ի ութ/ուն ր կաււր 

ված Լ ոչ-բացասական կորություն ունեցող երկու փ ոփ ոխ ակ ան ի ֆունկցիայի գրաֆիկի երկ. 
րաշափության հետ։ Ցույց Լ տրված, որ այղ փաստր երեր փոփոխականի ղ եպբում իրավացի շէէ
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