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В работах (’•2) было приведено построение систем рациональ
ных функций (.М!/)(г)}0\ зависящих от параметра и по-

| рожденных данным ограниченным континуумом К и произвольной 
последовательностью комплексных чисел* {и>*)о \ где О( 1 — та
из смежных с К областей, которая содержит точку г = о©.

В настоящей заметке в качестве континуума А берется отрезок 
(—1, 4՜ 11 и выводятся явные формулы для соответствующих систем 
рациональных функций в случаях 5 = 0 и$ = 1. Устанавли
вается, что системы {/И*о> (х))о и {Л4**(х))о ортогональны на от-

1 при наличии соответственно весов иг V 1 — х2
У1— х2 и являются естественными аналогами полиномов Чебышева

резке — 1, + 1]

первого и второго родов.
1°. Нам необходимо вкратце напомнить способ построения систем 

<М*Л)(2)}Г в общем случае.
Известно, что с произвольной заданной последовательностью

комплексных чисел (а*г}о° ( а*|<21) можно ассоциировать систему ра
циональных функций Мальмквиста

?о («О = 1 — аоге՛

(1 — | Яя |») ’ Я1 |оа

1 —
(п = 1, (О

ортонормальную на единичной окружности смысле

о, 1, 2--). .(2)

9л М =

т. п т — п

В

, п =

♦ В последовательное։и ।}оСК, несобственное число <•* =«> может встречаться

с любой кратностью
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Предположим, далее, что функция да — Ф (г) (Ф(ос) = ос 
ф'(оо)^>0) конформно отображает область О( ) на внешность еди
ничного круга |да| > 1, и введем в рассмотрение систему рациональ
ных функций Мальмквиста {<^1о)(да)}^, ассоциированную с последова
тельностью {а^о* (1 Чо) I <С 1)՝ где

а[о>) = .
|Ф (»»)] ’1.

о

со* ОО

и)* = ОО
(* = 0, 1, 2,.--к

Заметим, что тогда будем иметь

фМ[Ф(г)| = (|ф(-»>|г - 1)>ГГф,..„, 

ф(ш0)-ф(г)

--<••) —<1Ф(1"»)Г — )р 1 — ф('">) ф |г) |Ф (цц) |
'а ֊1 Ф(ш„) —Ф(г)։ »Л Ф (<»*)-Ф (г) Ф(^)‘

(« = 1, г.---).
Функция й'։) [Ф (г)) |Ф'(2)Р (0<5<1) аналитична всюду в об

ласти за исключением точек г = ш0, а>1,...... »я, где она имеет по
люсы. Обозначим через /Ил*(г) сумму главных частей вместе с по
стоянными слагаемыми разложения функции [Ф (г)] |Ф' (г)р в ок
рестностях ее отличных друг от друга особых точек.

Функция М(՝п} (г) является рациональной функцией с полюсами 
в точках г = ю0, о>1։. • .и>я.

Система функций названная системой рациональных
функций, порожденной континуумом А՜ и последовательностью чисел 
I шд|о -и , является естественным обобщением полиномов Фабера 
{Фл (^)}о в том смысле, что в случае, когда

% = 101 — ’ * • = о)д — • • • = °о ■ 
имеем

Ф„ (7) = Т-’М” (г) (л = 0, 1, 2, • • •), 
где постоянная г. определяется из формулы

' = Игл г՜1 Ф (г). ОР

Функции системы допускают интегральное представ
ление. А именно, если О(+)—дополнительная к б(-> область, а Г с 
с; замкнутый контур, охватывающий континуум К и не содер
жащий полюсов функций (.^(г));, т. е. точек {<^1՞, то

мг(О-(С)Г гг0<+>, (3>

г
где интегрирование по контуру Г совершается в положительном на
правлении относительно области 0<4).
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2°. Приступим теперь к построению системы функций ֊,
порожденной континуумом ^=[—1, -}֊1| и произвольной последо
вательностью комплексных чисел > лежащих вне этого отрезка.

Заметим, что функция

то= Ф (г) = г } г2— 1
конформно отображает внешнюю часть отрезка 
внешность единичного круга | те» ] > 1, причем

К=[֊1, 3֊ 1] на

ф (ос) = ОО, Ф' (оо) = т = 2.

Образуем теперь 
по формулам

последовательность чисел )о (1®4։)К1)

при оо

при «о* = оо
(Л = 0, 1, 2,-• •) (4)

и составим ассоциированную с ней систему рациональных функций 
Мальмквиста {<?<>> (то՛) }^՜.

Обозначим через Гр (р > 1) эллипс

Гр:|2+/22֊1

с фокусами в точках + 1, пробегаемый в положительном ’’направле
нии. Тогда, выбирая числа ?п > 1 настолько близко к единице, чтобы 
точки {юА}՞ лежали вне замкнутого эллипса ։Гр , в рассматриваемом 

случае для функций системы получим следующее пред-
ставление

(5>

где —внутренняя часть эллипса Г?я.
Вычислим интеграл (5) в двух случаях: при 5 = 0 и 5=1. С этой 

Целью в интеграле (5) совершим замену переменной С ֊Н С2—1=^» 
’ = — р + —\ в результате чего функции М[0} (х) и (х) при 

М?' (*) = 8'՜-
(О

2^+1
п

(К, (6)

м։> (7) .
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причем подынтегральная функция формулы (6) в круге |/| < р„ имеет 
простые полюсы в точках

1 = 0, х44<х^—Г и х — Ух2—1,

В самом деле, если положить
шо = Ш1 = •։ ’ = = • • • = оо,

то будем иметь
Зо ֊ ' ®1 ~ ‘ = ’ ’ ՛ = 0,

а поэтому
«4е” <£) =2* (6 = 0, 1, 2,.-.) 

и
?11։”(0) = о (/?= 1, 2,...).

Отсюда следует, что в рассматриваемом случае
М'”(х) э 1, Х՝’(х) = (х+1-Хг ֊1 )‘+(х— )* (А = 1,2,--).
то есть

М։>(х) = 27, (X) (* = 1,2,...), 
а

а полюсы подынтегральной функции формулы (7) находятся лишь в 
точках

£ = хк] х2—1 и х— Ух2— 1.
Поэтому, применяя теорему о вычетах, получим

(8)М” (х) = ?£”’ (X +/х’-1) + (х -/х։֊ 1) ֊ Т!г’ (0),

При специальном выборе последовательности комплексных чисел

1ш*)о функции — Лй° ’(х) и —/ИАи(х) переходят соответственно в клас- 
2 2

сические полиномы Чебышева (3) первого и второго родов Тк(х) и
С*(х), определяемые по формулам

Тк (х) = соБ/г эгссобх = — [(х 4֊ у х2— 1)* 4֊ (х — > х2—1)*|,

Б1п (Л 4֊ 1) аге соб хиь (х)=

(Л=0, 1,2....).
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3°. Докажем, наконец, следующую теорему.
Т е о р е м а. Для произвольной последовательности комплекс

ных чисел {ш*)о справедливы следующие утверждения՛.
а) если ш0 — оо, то система функций {/М^ (х))о\ где1

М1?' (х) = 1, ЛС (х) = (X + /х’-1) +?1“’(х - /х։-1) (10) 
(«=1, 2,• • •)

ортогональна на отрезке [—1, -1-1] с весом в смысле

1

СМ%>(х) мТ (х)
1 /1—х։

м
- 1

0 при 

с1х — (2г при

при

т ф п (т, п = 0, 1, 2,- • •)

т = п (т, п — 1, 2,- • •) (11)

т = п = 0;

б) система функций {М„՝ (х))0 , где функции М„} (х) опреде
ляются по формуле (9), ортогональна на отрезке [—1, -Н | с ве
сом р 1—хг в смысле

։
р __________

М՝У (х) М‘„՝ (х)/1-х </х =
I
-1

0
2г

при 
при

ШгП (т,п = 0, 1,2,--). (12)
т = п

Доказательство, а) Прежде всего заметим, что в случае 
®о == 00 будет также а0 ~ 0, поэтому формула (10) непосредственно 
следует из формулы (8), если учесть, что из определения (1) системы 
рациональных функций Мальмквиста при = 0 имеем

^<•՛■)(0) 1. ?<'“Ц0)=0 (Л = 1,2,...).

Перейдем теперь к доказательству формулы (11). С этой целью 
составим интеграл

т. п

ЛГ°,(Х)Л1!,О1(Х)
— —■ ■■ /V (/п, п = О, 1, 2.-.-)

и подставим в него значения функций /И^х) и ЛЛ0> (х) из форму
лы (6).

Тогда, если переменить порядок интегрирования, получим

. [_________ (1-х8)
\) (/?-2<։х + 1)(4-2/։х+ 1) 

- I
Если воспользоваться значением интеграла

(13)
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(I«' > ъ.

то нетрудно убедиться в том, что

С 0—

-I

-ил 4-Г)
«Л-пи?-։> «2-1)՜

Подставляя значение интеграла 1Х в формулу (13), получим

Вычислим отдельно интеграл

(14>

Замечая, что подынтегральная функция интеграла 1п имеет по 

люсы в точках /2 = О и —» лежащие в круге И2|֊^рл, получим
Л

если учесть, что <йо|(0)=0 (л^1).
Подставляя значение интеграла 1п в формулу (14), будем иметь

я рмулы

(15)

Перейдем к пределу в обеих частях 
Тогда получим

(15) при рт -> 1.
I

откуда, в силу соотношения (2), получим утверждение теоремы (Ш 
при /п = 0, 1, 2,..-, п = 1, 2,-...

В случае же т = п = 0 непосредственно убеждаемся, что-
1

- I

б) Для доказательства утверждения (12) теоремы составим ин
теграл
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1
Г/И™ (я) X1» (X) (л|=Л/я

-1

я подставим в него значения функций М'^(х) и (л) из форму 
ды (7).

Тогда, переменив порядок интегрирования, получим

(16)

Если теперь воспользоваться формулой

то будем иметь ■г1

Подставляя значение интеграла /2 в формулу (16), получим

Для вычисления интеграла

(17)

достаточно найти вычет подынтегральной функции относительно по 

л юс а

В итоге получим

откуда, с учетом формулы (17), находим

(18)
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Переходя, наконец, к пределу в формуле (18) при рт ֊► 1 и пользуясь 
соотношением (2), будем иметь

Й!„= Г f'”1 W (А) | Л, I = [ °’
„ /it, т — пir.lio

Теорема доказана.
Институт математики и механики «г
Академии наук Армянской ССР

Ц. 1Ի ՋՐքԱՇՅԱՆ 11՛ И. ԿՒՏԲԱԼՅԱՆ

2ЬГфօևի puiqifuiGqtuiffibr|i if ի pGqhiuGrtugifuiG ւքւսււիՈ

Նախորդ աշխատանքներում (1. -') բերված էր տված и ա անւս փակ ք\ կոնտինումով

և ՚ СОд» J կոմւդլեըս խվերի կամայական հ ա Հո ր դ ա կան ո Լ թ յ ո ւ ն ո վ աււա^աւքած [ /VI

(0 Տ 1) ռացիոնալ ֆունկցիաների սիստեմի կառուցման եդանակրէ

Ներկա ա *» խ ա ա ան ր ո ւմ 1\ կ ոն ա ին ո ւ յՒ ■/’ ո իէ ա ր Լն վերցված է [--- 1, -|- 1 j հ

вс
0

ատվածը ե

րո են ր եր վում !-^*’(2)}օ ռա9Ւոնա1 աների и ի սա ե ifb երի հա մա ր բացահայտ

1ւաՆաձհԼր 5 = 0 Տ' = 1 դե պըերոլ if г

Ապացուցվում է իք ե որ եմ { Л4 ^ ’ ( X ) - և )“ եմեերի О ր թ ո դոն ա լու-

Pjw'b tf ш и ju անւ4 рш ր ատ-
2

վածումւ ^Ոլյց է արվում, որ >1/^ ( A ) ե սիսաեւքեերը հանդիմանում են

Զ եբիչեի 1 և 2 սեոի ր ա դմ ան դա մն ե ր ի բնական ընդհանրացումները!
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