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В настоящее время все большую актуальность приобретают воп­
росы нелинейной теории многократного рассеяния свега (՛՝ :). Нели­
нейные задачи возникают, например, при изучении процессов, в кото­
рых существенную роль играет обмен энергиями между полями из­
лучения, соответствующими частотам различных спектральных линий 
атомов среды. Например, один из простейших случаев таких процес­

сов. рассмотренный в (։), соответствует среде, состоящей из атомов, 
имеющих три состояния и три спектральные линии. Однако имеются 
и такие физические задачи, в которых можно ограничиться рассмо­
трением излучения только в одной спектральной линии и для которых, 
тем не менее, при известных условиях (высокая плотность излучения), 
линейное приближение является недостаточным. Простейшим таким 
примером является проблема рассеяния монохроматического излучения 
п атмосферном слое, состоящем из атомов, имеющих два возможных 
состояния, когда учитывается „отрицательное поглощение . Харак­
терной чертой нелинейных задач является наличие эффектов просвет­
ления и помутнения среды, т. е. изменения оптический юл шины.

Представляет интерес выяснить, а какой мере методы решения 
математических задач обычной линейной теории переноса // -лу­
чения (3) могут быть применены в области нелинейных задач.

Для простоты рассмотрим одномерную задачу о рассеянии света 
0 однородной среде конечной толщины. В (') оыло показано, как 
зта задача, взятая в линейном приближении, в результате примене­
ния метода сложения двух слоев (принцип инвариантности), приво­
дится к сравнительно простым функциональным уравнениям, для ко­
торых получаются хорошо известные из обычной теории решения.

С первого взгляда может показаться, что принцип инвариантно­
сти не может быть применен и нелинейных задачах, так как оптические 
свойства (прозрачность и др.) прибавляемого слоя зависят от падаю­
щих на него потоков излучения. Однако на примере, рассмотренном 
“настоящей работе, мы показываем, что эта трудность может быть 
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В нелинейной 
зована некоторым 
ваегся неудобным 
ствие упомянутых

теории толщина среды должна быть охарактери. 
параметром. В качестве такого параметра оказц.

вщть реальную оптическую толщину, ибо вслед, 
выше эффектов просветления и помутнения она

оказывается переменной величиной, зависящей от существующего й 
среде поля излучения. Вместо нее можно использовать в качества 
параметра значение оптической толщины, когда интенсивность излу 
ченпя во всех точках среды стремится к нулю. Будем эту величин՛ 
называть в дальнейшем предельной оптической толщиной.

§ 1 Рассмотрим для простоты следующую одномерную задачу 
На две границы среды, обладающей предельной оптической толщино!
з1։ падают потоки излучения и Требуется найти соответствую­
щие выходящие потоки Нх и Н2 (фиг. 1). При этом нас не будет
интересовать природа

Фиг. 1.

элементарных актов рассеяния. Будем лишь! 
считать, что среда имеет одинаковые свой-1 
сгва для лучей, идущих в обоих направле­
ниях. При этом условии будем иметь I

= «О, (В
Т/г = Т(Т՝2, Л; о,). (2)1

Таким образом, среда является как бы 
„черным ящиком1*, свойства которого харак­
теризуются функцией <р. Но в отличие от

других „черных ящиков11 мы в этом случае знаем кое-что о его свой­
ствах и, в частности, что среда с толщиной °2 может рассмагри 
вагься как сумма двух, правда взаимодействующих, сред с толщи­
нами и з2. Благодаря этому требованию 
функция 9 уже не может быть произвольной 
функцией от трех аргументов. Она должна 
подчиняться некоторым условиям, которые 
мы постараемся отыскать. После этого сле­
дует определить функцию <р, удовлетворяю­
щую найденным условиям.

Используем метод сложения двух слоев.

г т

Пусть и а2 будут предельные оптические 
толщины этих слоев. Тогда из схемы, пред­
ставленной на фиг. 2, видно, что в дополне­
ние к (1) и (2) мы будем иметь следующие 
соотношения:

/•>ф(//2, рз. а2), (3)

^з = Ф (^։, М>; °2). (4)

//1 = ср(/?1, Гэ;

^з = ф(^з. Л’. 31 -И М-

»Е. *н. ‘

Фиг. 2.

(5>

(6>

Сравнивая (6) с (֊♦), имеем:
ф(^з. °։+02) -^ф^э. Л/2; °?)«
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Подстувляя в правую часть вместо //2 его значение И1 (2), получаем

?(^3, ^։; С1 + о2) = ?(^- ?(/?2, Л; с1); °։). (7)

с другой стороны, подставляя (2) в (3), находим

^2 = ^ (т (/%, Л; ^3: °։). (8)
Пусть решение этого уравнения относительно А2 будет:

Л = «(Л< Л; съ °2). (9)
Функция и целиком определяется заданием <р Поэтому мы мо­

жем сказать, что, подставляя (9) в (7), мы будем иметь уравнение 

ф(^з. Л; °1 + °2) = <?(^з. ф(«(Л. ^з; ’1. За). Л; з1); 52). (Ю)

обе части которого выражаются через ?. Следовательно, уравнение 
(10) вместе с определением функции и из соотношений (8) и (9) есть 
некоторое весьма своеобразное функциональное уравнение 
для функции Ф.

Попытаемся найти вместо полученного функционального урав­
нения дифференциальное. Для этого допустим, что <з2 еоь малая ве­
личина. Тогда уравнение (3) перепишется в виде

^2 = /■'з + * (^з« з) 3։- (11)

Вводя сюда вместо Нг его значение из (2), получаем:
Л, = А3 4֊ а (? (Г2, /4; А3) V

С точностью до величин второго порядка малости мы можем в 
последнем члене заменить Л, через 73. огда

/?2 = /?з4-я(ф(/:'з- °1)’ ^з)3^ <12)

С другой стороны, сравнивая (б) с (4), получаем:
? (Г3, <?! 4՜ <з2) = ф(^з» ^2» °г)’ 0$)

а из фиг. 2 имеем
//3 = <р(/?з, Н2\ о2) = Нг ֊4 (И)

Внося (13) в (12) находим:
ср (Л3, Гц 4՜ °՛.՛) — ^2 4՜ л (^3՛ 7/2)<з2. (13>

Подставляя сюда вместо /Д его значение из (2), можем написать:
Т(А3, Л: °։ + °,) = т (^- + £*: (*6>

Внесем, наконец, сюда значение А, из (12). Имеем
<р (Л>. /»; «1 + °,) = ? (Л> + «(? °Л- 0,. Л: °։) +

+ »(/> 9(/?э- ’։))’։• ('7>
;м в последнем члене, пренебрегая величинами порядка о?, мы

вменили через 73.
Разлагая по степеням с.,, отбрасывая члены второго порядка к 

^Ше, а также сокращая, мы находим отсюда
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дуЦу: °»)
<*’։

(18)
Итак, мы получили нелинейное дифференциальное уравнение для 

функции <р. Для упрощения переменим обозначения

Л; °1) /?1 = л;/?л = у; = о.
Тогда

(19)

(20)

При с—>оо пата задача превращается в простую проблему на­
хождения диффузно отраженного от бесконечно толстого слоя потока 
Н2 = г, когда на него падает поток /?3 = у. Очевидно, что в этом 
случае г будет зависеть только от у и от свойств среды, т. е. формы 
функции а (г, у). Поэтому, принимая во внимание, что при а->сс 

дг „ , .имеем — = Д получим для задачи диффузного отражения более про- 
дз

сгое уравнение
(7 ~
— * (г- У) 4֊»(У, -) = 0.
<>У

(21)

Остановимся сперва на этом случае.
§ 2. Выясним сначала свойства симметрии функции а (г, у), ха­

рактеризующей свойства элементарного слоя и определяемой урав­
нением (11).

Если допустить, что элементарный слой толщиной о? может, с 
одной стороны, ослаблять падающее и проходящее через него излу­
чение, а с другой стороны, испускать в обе стороны поровну излу­
чение, интенсивность которого зависит от полной плотности излу­
чения, то формулу (11) надо написать в виде

= * (Л,-Е Я,) 4-я (/"з 4- А/а)а2,- (22)
где & и я суть некоторые функции от аргумента, написанного в скоб­
ках. В линейной теории переноса излучения £ (х) просто пропорцио­
нально х, а к — постоянно.

Сравнивая определение (11) с (22), имеем:

* Л4 = ֊ * (^ + Н2) Г3 Ф я (^'з 4- /Л).
или в сокращенных обозначениях

а (г, у) = - /е (? 4֊ У) У 4֊ Я (* 4֊ У)
Поэтому уравнение (21) принимает вид:

О г .
— РУ -Аг1=Аг֊А’Г, 
Оу

(23)

откуда придем к уравнению
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Введем функцию

(24)

(25)
О

Находим решение (24) в виде

уг = в(у + г) + С,
где С — постоянная интегрирования.

Если 2 = 0 при у = 0, то С = 0. Поэтому 

у* = 0(у + 2). (26)

Отсюда, в частности при £ (;) =—/г$, т. е. в линейном случае, когда 
—

из поглощенной энергии рассеивается доля X, имеем:

(27)

Решение этого уравнения дает обычную формулу для „альбедо*

Пусть теперь

(28)

(29)

где а — некоторая постоянная, т. е. внесем нелинейность, выражаю 
щуюся в том, что при рассеянии элементарным слоем из поглощав 
мой энергии рассеивается лишь доля

т. е. при увеличении плотности энергии с эта доля уменьшается, а 
Доля, приходящаяся на истинное поглощение, возрастает. Тогда

и решение имеет вид

откуда видно, что

<7(х) = —а21п 
4

при увеличении

(30)

потока у до бесконечности аль­

бедо-^- стремится к нулю. Наоборот, при 
У

альбедо формулу, совпадающую с (28).

у а будем иметь для



§ 3. В с учае слоя конечной оптической толщины следует веп 
нуться к уравнению (20), подставив в него выражение (23) для коэф­
фициента а (г, з'). Найдем:

|-*(z + y)z + ^(z + y)|. (3|)

Это уравнение может быть решено известными методами, если только 
заданы функции £(х) и £ (х).

Мы не будем останавливаться здесь на характере решений для 
разных частных случаев. Очевидно, что эти решения могут быть по­
лучены и другими способами, в частности путем интегрирования 
уравнений, описывающих условия внутри среды. Но нашей задачей 
было показа 1ь что рассматриваемая проблема допускает последова­
тельное применение принципа инвариантности.

Надо, однако, иметь в виду, что применение принципа инва­
риантности должно при]ести существенную пользу главным образом 
при решении сложных задач: многомерных или связанных с нали­
чием веско, ьких взаимодействующих частот излучения.

Бюракансктя астрофизическая обсерватория
Академии наук Армянской ССР
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