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Кручение кругового цилиндра, имеющего несоосную 
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Рассмотрим задачу кручения цилиндра, поперечное сечение которо­
го представляет двусвязную область, внутренний контур которого явля­
ется прямолинейным многоугольником с закругленными углами, а внеш 
ний контур — произвольно расположенной по отношению к внутреннему 
контуру приближенной окружностью.

Предлагаемый в настоящей статье способ отличен от метода Д. И 
Шермана ('՜3), использованного в (4). Для рассматриваемой двусвяз­
ной области, представляющей поперечное сечение цилиндра, строится 
отображающая функция, реализующая конформное отображение кон­
центрического кольца на эту двусвязную область. Задача кручения кру­
гового цилиндра, имеющего соосную многогранную полость, методом 
конформного отображения рассмотрена в (э).

1. Пусть функция

реализует конформное отображение внутренности единичного круга
1 на внешность замкнутой кривой 1 (граница бесконечной одно­

связной области), причем образом окружности |ЗД|= 1 является сама 
кривая Г, а образом окружности |^| = ^<1 независимо от вида I 
при достаточно малых /?—приближенная окружность I

Зададимся целью получить отображающую функцию двусвязной 
области, одна из границ которой совпадала бы с I , а другая I ։, близ­
кая к окружности, имела бы произвольное по отношению к 1 распо­
ложение, отличное от прежней Г։. Для этого поступим следующим 
образом: единичный круг который с помощью функции (1.1)
отображается на внешность замкнутой кривой Г, отобразим на самого 
себя известной функцией
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и подставим (1.2) в (1.1); при этом получим:

из которого видно, что полюс то = О функции (1.1) после подстановки! 
в него выражения (1.2) перешел в произвольную внутреннюю точку! 
а круга 1^1 <1. Эга подстановка не приводит при отображении с по-Ч 
мощью функции (1.3) к изменению границы Г благодаря тому, что 1 
отображение единичного круга на самого себя обладает свойством со-1 
хранения своей первоначальной границы. С другой стороны образ Г. I 
окружности 1п1=г0<С։ стал иначе расположенным по отношению к] 
границе Г, отличающимся от образа Гх окружности 1^ = /?<!. I 

Разложение (1.3), определенное в круге ՛ ^ | и имеющее полюс I 
в точке ч = а, является некоторым обобщением рядов Лорана и на­
поминает известные из анализа ряды Бурмана—Лагранжа (обобщение 
рядов Тейлора) —ряды аналитических функций по степеням другой 
аналитической функции. Представим разложение (1.3) рядом Лорана 
с центром в точке = 0 и воспользуемся его разложением в кольце

I7 <|^|<1. Учитывая, что точка = — находится вне круга |С։|< 1, 
а

каждый член правильной части ряда (1.3) делением многочлена на 
многочлен представим в виде равномерно сходящегося ряда в круге 
I п | 1 в окрестности точки = 0:

Подставив (1.4) в правильную часть ряда (1.3), получим:

г = >= п(<7(с.) + ва 4-в/., + в^ч + •••), (1-Я
где В„ = + </«> Сг + + • • • 4- 4֊ • • •

В, = 4- с, 4- 4<*С, 4-• • • 4- 4 • • •

в„ = </՛՝>€, + л»с2 + а^с,+.--+л^с. •(-••• (10

а ОС։) —есть главная часть разложения (1.3).
Правильная часть ряда (1.5) равномерно сходится в круге 

I -I <1, так как она образована подстановкой равномерно сходят6' 
гося ряда (1.4) в правильную часть ряда (1.3)—также равномерно 
сходящуюся.
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Разложим функцию 6 (\) вне круга |:։ = |3 в ряд

= 5; + £_1Ч։ 1 + £-2^2 + £_3С֊з + ..._|_£_я;-л_|_..., (1 7)

где ^о= — а’ а =а՞՜1 (1 — а«) (п = 1, 2,• • •).

Внося (1.7) в (1.5) и полагая при этом, что 4- В': = 0, что всегда 
возможно, окончательно получим:

функция (1.8), определенная в кольце а I < 1, конформно отоб­
ражает концентрическое кольцо г0 |^(<1, где г0> г , на дву­
связную область, ограниченную кривыми Г и Г2, являющимися обра­
зами соответственно окружностей !п|=1 и нг|=г0. При '։ = ’ эта 
функция имеет особенность. В практических целях в качестве отоб­
ражающей функции двусвязной области удобно в функции (1.8) огра­
ничиться полиномом, образованным первыми пх несколькими членами 
правильной и //2 первыми несколькими членами главной частей ряда 
(1.8), причем число л2 непосредственно зависит от радиуса г0.

2. Решение задачи свободного кручения призматического стержня 
двусвязного поперечного сечения сводится к отысканию функции на­
пряжений Ч'(х,у), удовлетворяющей дифференциальному уравнению ( )6

ДЧ' = - 2 (2-1)

из следующих граничных условий
на Г, Ф = О,
на Г ЧТ = С, (-•֊)

где С—постоянная, подлежащая определению.
Представим функцию напряжений у) в комплексном виде 

ч,- = _ — [Ф, (г) - ФГЙ ֊ <22|. (-'3)

где г = х — ։у; Ф, (г)-комплексная функция кручения.
Пусть полином

'«ставленный из первых «, членов правильной и пг первых членов 
Равной частей ряда (1.8), в котором предварительно сделано преоб­

разование — -1- и введены обозначения

Вк~ В~ь = Ок (Л = 1, (2-^)
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отображает 'кольцо 1 < < р2 на двусвязную область,
извне кривой Г2, являющейся на плоскости г образом 
нутри образом |С|= 1—кривой Г.

Подставив (2.4) в (2.2), получим:

ограниченную
՝ >^Р։. а И}

4՛ = ֊ [Ф С) - Ф (-) - (С) МС) ]. (2.6

Голоморфную в области кольца 1 <|С|<р2 функцию Ф(С) буде 
искать в виде:

Ф (9 = 2 л/Л где ак = Ьь 4- 1ск. щ
— со

Произведение -- С) ՛» (С), фигурирующее в (2.6) на линиях р=соп5|

разложим в ряд Фурье
■
у 01 (9 ш (9 = Яо

л՛
{֊2 (ал сов пб 4՜ 5Н1 «О),

л-1
(2.8

где
1 Г л» л,

«. = о 1։ 2 (Р; + <%) Р2‘ + У (Р֊_к + Р-"

2 «2*Р.+1-Р4$»+1)р2‘’-' +

*-1
л։ —1

+ 2 (Р-к - (1.1^.,,^ ) ₽֊(» + !> 
к~1

л, - л

к-1 к-1

+ Ф*Фк + 1) р2*нЛ +

л,֊1
4- 2 (Р_кР֊*֊14- $_*<2_А_1)р֊<2*+‘) 

Ь 1

ал = |П'г 4֊РкРк+л)р2*+л +

л- 1
У + фл-Л Р"՜2*

к -1

= |О(г

(п 2, 3.---Л7 
л։֊1

22Э

Р- = I о р 2 (<^к/Л+л

А-1
-ЛС2*+л)р2*^ +



+ 2 (Р-ь ^֊к~п— Р-* Р-*_л) р~(2>+я> -{-
-1

десь

л —1

+ 2 (Рп-к<1-к 4֊ <?/.-* Р-*) 0я֊2* ;

(« = 2, 3,- • • .V),
Рк “Т Рл (^ = + 1, + 2, • • • ) и .\=л։-|- Л,.

Прир —Р1 1 коэффициенты а.п и будут снабжены сверху ин­
дексом (1), а при р = р։—индексом (2).
| Подставив (2.7) в (2.6), с учетом (2.8), и удовлетворяя гранич­
ные условия (2.2), получим:

Ьк =

Ь֊к =

р? ֊ р2՜*

2(2) —3(1) г/ 
'2

р5—р2-‘ (2.9)

где *=1, 2,. - м

Для остальных -V Ьк = Ь-к — ск = с֊к = 0. Входящая в (2.2) 
постоянная С и коэффициент а0, не влияющие на напряженное состоя­
ние, равны С = а[2) — а”), а0 = /а^.

3. Крутящий момент, приложенный к основаниям стержня, равен

М = 'К, (3.1)

где т—степень закручивания. К—жесткость при кручении.
I Известно (6), что
I Д' = Гш (о)го> (а) (и)---- и) (з)։ ч» (?) (/ш (з) —

т т
---- ~-С(ф(о)4֊Ф(а))</а>(а)ш(з), (3.2)

т
|гДе интегрирование производится при движении в положительном на­
бавлении по всему контуру кольца у, р—модуль сдвига, з — гранич- 
Ное значение переменной -

Разлагая в (3.2) подынтегральные выражения в ряд по степеням 
5и учитывая при этом, что на границе у, где за = с; (/=1,2.). вы­
полняются следующие равенства
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Л’-1

А<» = \0\2
■п,— п — 1 _

V) (Л+йф!) О/сО/г + п-Х р‘4’—
‘ £=• 1

п, -п - 1 п
\ ^/)-*2?-(*+л4-1)Р/~2(*+Л ” + Й-(л-* + 1) рГ2<"՜4 11

Л — 1 к =* I

л։
А"\=\0 2

Л-1
гь-1

-24

л։-1
А<» \»' 24

4-1

—1
Л'Д =|0|’

И = 3, 4,... (Л^+1)|.

после интегрирования получим:
г М

п в О

(3.4)

л-0
-п-

Касательные напряжения, как известно (®), определяются по фор­
муле: •»

|ф' (;)-/..> (С).»(’,)!. (3.6)

4. В качестве примера рассмотрим задачу кручения цилиндр11՛ 
ограниченного извне кривой, близкой к окружности, а изнутри -кри­
волинейным квадратом, центр которого не совпадает с центром окру*՜ 
ности. В качестве исходной функции (1.1) ограничимся полиномом

(41)
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Эта функция, как известно, переводит окружность | ад | = /? .<'0,5 в 
кривую 1 1, близкую к окружности, а окружность |а?| = 1 — в квадрат 
с закругленными углами.

Примем в (1.2) параметр а = 0,2 и в (1.1) коэффициент И дейст­
вительным. Подставив (1.2) в (4.1), с учетом (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) 
и (2.5), и в качестве внешней границы 12 (рис. 1) принимая образ 
окружности | , | = 2, ограничимся следующим полиномом в отобража­
ющей функции (1.8):

где
П։ = 0,96 £)_, = -0,019 201

£>, = 0,192 О_։= 0.088 319

О։ = 0,038 4 О_3=-0,111 362
О, = 0,007 679 £>_ <----- 0,077 567
о =0,001 536 •Л • О-5 = - 0,032 471
Ов = 0,000 307 0-5= -0,011 065
о. = 0,000 061 Г>_7=-0,003 363
Р8 = 0,000 011 Р-8 = -0,001 842.

Как видно из построения, с помощью (4.2), по дискретным точ­
кам, кривая Г представляет собой квадрат с закругленными углами 
и почти прямыми сторонами с центром в точке О՝ (0,189 070,0), чего 
и следовало ожидать, так как полином (4.2) на =1 приилиженно, 
нос высокой точностью аппроксимирует функцию (4.1) на [о» = 1.

Убедимся в том, что кри- у 
вая Г, близка к окружности. 
Действительно, дискретные 
точки располагаются по Г2- 
б-тизкой к окружности радиуса
- 2,259 6 О с центром в точ- 
О2 (0,930 37 О, 0 . За центр 

круга принята середина отрез­
ки действительной оси. отсе­
каемого пересечением Г2с этой 
°сью. Расстояния от центра до 
- Дискретных точек, распо- 

л°Женных в верхней полупло­
скости, отличаются от /?0 не 
'°՛1 ее чем на 1,3%.

С Другой стороны на окруж-
Фиг. 1.1!°стц ; ; । = о удовлетворяется 

•,Словие выпуклости кривой 
г.(’)
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₽е
ш' (О

4-1 > 0. (4.3)

Следовательно, кривая Г2 близка к окружности.
Жесткость рассматриваемого поперечного сечения стержня, со­

считанная по (3.5), равна /С= 11,795 55р*£)4.
Принимая за сторону квадрата Г отрезок действительной оси 

отсекаемый кривой Г от этой оси, получаем, что £) = 0,593 18а 
(а —сторона квадрата); следовательно, ₽0= 1,340 34 а.

Эпюры касательных напряжений те по контурам сечения приве­
дены на фиг. 1.

В заключение отметим, что выбор полинома (4.1) из двух сла­
гаемых продиктован ничуть не стремлением избежать отягчающих 
расчетов, а только лишь с целью иллюстрации способа; при желании 
число слагаемых R (4.1) можно известным образом увеличить, что 
приведет к уменьшению радиуса закругления в углах квадрата.

Ереванский политехнический институт им. К. Маркса

Ս- Ս. 2ԱՐԳԱՐՅԱՆ

Ոտ հաէՐւսււ սւհցք թւսպւք՚ւսհիսս քսոռո^ ուՈԼ<յսւյ СГ*ւսհ այ|>հ 

գ|սւհ|ւ ո|որոււքբ

'Ւքւտա րկւյոււ! է երկկասլ յայն՚սկաՆ կտրվածք ունելոյ ղլա*եի ոլորման ի*ն ղ 
նևրսի ներկայացնում Լ կլորացված անկյունննր^ ւք րա էլ ման կյոլ.ն ի / իսկ ար՝
էոաքիՆ Լէլրը Ն ե ր ր ին հ ւշ ր ի նկաամամր կսհէ ա յակսւն «յ ա ս ա վ ո ր ա է քծ յո <_Ն ոլնԼ^ււրյ շրհանւս-
‘լծին բավականաչափ մոտ կորէ

Ե ր կկ ա պ ա ի րույթՆևրի Հ ա մար
շիայի կաոոԼցմաՆ 

տիր ու յք՚՚Ւ ՚1ր ил է 
Արա ե ս (ւր1ւ'ն

որը

ծված Հ

աոահարկվոէ մ է կոնֆորմ արտապատկերող ֆքսնկ֊
ւմակԼնտրոՆ օղակը ա րտ ա պ ա ա կ ե ր ՈՀ.մ Լ

ՒնււՒրը՛
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