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К теории интегральных преобразований с ядрами 
Миттаг—Лефлера

(Представлено 6/111 1964)

В работе (а) была развита теория особых интегральных преобра
зований, ядром для которых служит функция типа Митта г-Лефлера

СО

(I)

Один из основных результатов этой теории можеть быть сформули
рован в виде следующей теоремы, являющейся дальнейшим сущест
венным обобщением теоремы Планшереля о преобразовании Ф\ рье 

в классе А2 |0, °о).
Теорема А. Пусть параметры о и и удовлетворяют усло- 

шям

(2)

О

8 (у) = ли.-----г՜
2~р

—а

(/(**)Р; (3>
р

е на всей оси ( — 00)

‘207

11 ё (у) произвольная функция из класса £(у)у‘ 1 ^«(0» 00 Т Тог и 

^раведливы следующие утверждения.

1. В предположении, что

при

при

полуоси (0. оо) имеем



a

f (%) = l.j.m. ։ e~ix՝'g(y) yv֊~xdy.
к) 
о

При дополнительном условии р 1 для любого значения

~ it----------------- на полуоси место также ра-

венство

l.i m. у'1 1 I £р (у Р (ix) е1՝* ji) (/х)" xf(x)dx = Q. 
а-> х.

1 . Предварительные обозначения и леммы. Пусть параметры? 
и pi такие, что

v
— a

(5)

В дальнейшем было установлено (2), что функции типа

1

Х*-'ЕР (кхР ; И)

являются решениями специальных краевых задач на полуоси (0, 4-х), 
аналогичных сингулярной краевой задаче Штурма—Лиувилля, но для 
определенного оператора содержащей операции дробного интегро
дифференцирования в смысле Римана—Лиувилля.

В свете этого факта утверждение 1 теоремы А может быть рас
смотрено как теорема разложения для сингулярной краевой задачи 
такого рода, в специальных случаях напоминающей случаи cos или 
sin интегралов Фурье —Планшереля.

В настоящей статье устанавливается обобщение теоремы А, со
ответствующее общему случаю сингулярной краевой задачи для опе
ратора дробного порядка. Вид этого оператора и условия в нуле мы 
здесь записывать не будем, отсылая читателя к уже цитированной 
работе (2). Отметим лишь, что установленный здесь результат (тео
рема!) является естественным обобщением и аналогом хорошо из
вестного примера (3) разложения для сингулярной краевой задачи

у* — лу = о,

y(O) = sina, у'(0) = — cos j.,

когда в зависимости от знака с!ра к интегралу типа Фурье прибав
ляется также дискретный член, соответствующий отрицательному соб
ственному значению.

Полагая, что
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при к £ (0, ос)

при к£(—оо, 0),

введем в рассмотрение следующие функции

1 1

Ф( - * (х; к) = 51П а ( + /к):' ’х " ։Ер (л ( ± Л) ; 11) —

(1.2)

(1.3)

з также функцию

2 (А)

Обозначив далее

к2 81п2 а — X 51 п 2а СО5 — 1֊ СО52а
4о

(1.4)

имеем

СО8 а 
------- е

2*. ’(к) — £1п г 4֊(°5-— е ,(1.5)

(1.6)

՝՝ 2'|+|(мО

Воспользуясь теперь тождествами 
л I

(X) 1

I
Р(—г2; н)!

(1.8)
։ 1 

•> 2
I
•>

г'₽(/;и ՛ 2р>

которые легко вытекают из определения функции Митта г Лефлера,

113 (1.3) получим
։ >

+ Ла!,*» (л) (+ <>.)'“ 'х1*՜(֊ (± ։Х>' = ։*>•

9

(1.9)

I
а

и
1

Отметим еще, что
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21 (е <?(£<։)= О, (1 ]„)

И

2'2՜’ (е ' С1£ а) = 2б1п а. (] |1(

Отнесем теперь к классу £-Г) (— ос, оо) функции ^(л), определен

ные на всей оси (—со, ос), для которых интеграл

[ | г (X) )’ 2 (X) <А (1.։2)

V/ — оо •

существует.
Лемма 1. Если х11~1/(х) £ £2 (0, оо), то сучцествуют функции 

Е' '(Х)£/4-) (—ос, оо) такие, что интегралы

а
/=(±1(к, о)= [՝<|1-’/(/)ЧГ(±’(<; Х)Л (в > 0) (1.13)

О
сходятся к Л’ ’(к) в метрике пространства .

Доказательство. Если обозначить
а

ф'±։(Х, □) = (* е±"7(0/|Л-’Л, (1.141

О
то по теореме Планшереля существуют пределы в среднем в про
странстве 7-2 (— оо, оо)

ф(±’(Х) = 1.1.т. Ф(±,(Х, а). (1.15)
3 -* с©

Из (1.6), (1.13) и (1.15) имеем

Ф(± ’ (X, о) = 2(,±։ (X) ф(±| (X, о), (1.16)

откуда в силу (1.7) вытекает равенство

И(±)(Х,О,)֊^'Г>(Х, а։)|’2(Х) = |Ф(±»(Х,а։)֊ф(±>(Х, R. (1.17)

Из существования пределов в среднем (1.15) и из (1.7) заключаем, 
что

11m С (F^’CX, а։)֊Л(±1(Х, а2)|’2(Х)</Х = 0, (1 Ю
аьз:-»jo ։ 

— о©

откуда следуют существование функции F(±’(к) (—оо, ос) и ра
венство

Umi |F’*’(X) —f(±>(X, з)|’2(Х)</Х = О, (1>9>
3-* ов ’ 

— х>

т. е. утверждение леммы.
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Отметим также, что из (1.15) и (1.16) следует, что

Л‘±>(Х) = 24*>(Х)Ф,±’(Х.), 

где

ф.,±’(к) = |.|.т. [е±д7(0Г’!Л.
Д-* ж 

О

Лемма 2. Справедливы следующие формулы.
а) при (^а<0 

1 1
* 2р _ 2р

С £зр(— X (л г'Х) ; |1)I 2Н . ’ И\ + «Х)|‘-1Ф|*)(М^°0.

X — е с1£а

б) при С1£>0
1 2

С £2р(—* ( МА) ; !*) ( _ /х^-1 ф(±) =

. •■‘4? .
I — е

(1.20)

(1.21)

(122)

= +2к<(+/е 4₽Ctga):1 ’Ф( 4р . с . 2р . _ . 4р 2р 
(е ctg։)F2o(— X (+ ie ctga) , и).

(1.23)

Лемма доказывается при помощи 

пользованием того факта (’). что

контурного интегрирования с ис- 
. 1 . , . *

при о > — и I arg z | .

£? (z; }х) ^ (^(֊՜ )՜

2°. Обобщенные преобразования в классах А2((),зо) и }( лэ.оо). 

Докажем следующую теорему.
Теорема 1.՛ Если /(л) — произвольная функция из класса 

/(л) сА՜1 ։ Ао (0. ос), то существуют функции Е (X) ֊ С2 ( - оо.ис), 

^акие. что интегралы

(2.1)

о

водятся к F'±}('O в смысле

Um f I f (2.2)

а) при cigs < 0
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э

л*1՜1/ (л) = 1.1.т.
Ои

т'-’Ск; Х)2(Х)«а = 
2*р J 

— а

с

= М.т,— Г5(_,(л)ф'+’(л՛; Х)2(Х)</Х, 
а-* оо 2кр

— 5

(2.3)

б) при с^а>0

а

хи“1/(л) ^±>(/)ф(Т> (х; л) 2 (X) <Д +

(■<; Х)2(л). {2.4)

— а

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы была 
доказана выше (лемма 1). Переходим к доказательству второй части. 
Замечая, что

±1 Т"
2^ \Х) , 2с1еае ?
2‘Г>(Х) *՛ ±/Л ’

Л —

из (1.7), (1.9) и (1.1) получим

а
С/7՛±։(Х) Ф՛ (х; Х)2(Х)</Х =

V 4
— 7 

3 1 1

= <х (^^)2 5 Ж+ /))и~]Ф(±)(К)с/к-|-
<7 — а

а I 1
+ 4-Л'1 (+/Л)՜ ; н)( + ру~։Ф(±)(к) +

По теореме А из (1.21) имеем

/(х)^-‘=-1-1.1.т.^֊> (е2?(х2 (Т«МР; н)(+^)и ։Ф(±)(Х)^/. (2-6) 
4^р )

~ з
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Ззяв в (5) ?— 71 и заменив р через 2р( ՝.■• 1), получим, что на полуоси 
(О, + 00)

« 1 1

l.l.m.x1*՜1 \E2t(.-x' (+Z>.f; р)(+ ։Х)|*-'ф(±»(Х)<Гл = 0. (2.7)

— а

а) Если с1£ а = 0 из (2.5) в силу (2.6), (2.7) вытекает утверж
дение (2.3) теоремы. Если же с!аа<0, то утверждение (2.3) сле
дует из леммы 2 и из (2.6), (2.7).

б) Пусть с1£ а > 0; тогда по лемме 2 имеем

а
l.i.m. С/7’' ’ (л) ф( } (х; л) 2 (л) d/. = 2«pZ"'/(х) + 

а ои 
— а

± 2iuctgae ՝։px“"I(T^ 4₽ctg з)а*’Ф^'1 (е <Pctga)X

- * О1
2р ” 4р .2р

Х^2Р(—х (+ie ctgа) ; р).

Из (1.9), (1.10), (1.11) следует тождество

±< 3"" 2р — 4р 2?
хи-1(+/г ctga/ "’Еор (— х (+ ie ctgai ; р) = 

к
1 ֊ ±Z 4₽՜

——Ф' г)(х; е Ctgя), 
sin а

(2-8)

(2.9)

Кроме того, из (1.20) вытекает 

’ -} (е
±1т^ ) 

Ctg а)
z 4₽ * \(е Ctg а)

к
, , ±/ъ

2^ (е ctg а)

(2.Ю)

и легко проверить, что

иш (,x-/l0ctg«)aw=---------(21|)

2(l±) (е 4՛ ctga) sin а
X ֊֊> е ctga

Ввиду формул (2.9), (2.10). (2.11) из (2.8) следует утверждение (2.4) 

теоремы. Теорема полностью доказана.
В специальном случае, когда ₽=^- и и = 1. из теоремы 1 сле

дует известный пример (’) разложения, связанный с краевой задачей 
у"_Ху = О, y(0) = sina, у (0)— COS а.

Действительно, теперь будем иметь
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Ф (х; Х) = ф( ’(х;Х) = ф(х; X) — sin a cos Хх — cos а
~— sin лх,

Ф(±)(х;Х) / . , .cos а
I sin а -------
\ X

2 (Л) = --------------------
X2 sin2 а + cos2 а

причем

-y[T‘+V; >•) + Ч'-(->(х; Х)) = Ф(х; X).

Поэтому если составить интеграл 

а
А(Х, з) = ( ф (х; X)/(x)dx -= + ) (X, а) 4֊ 5("՝(Х, о)],

о

то можем утверждать, что существует функция

такая, что

lim С | F (X, о) - F (X) |2 2 (X) А = О 

— а©
а) при cig < О

а
/ (х) = l.i.m. — | F (X) ф (х; X) 2 (X) А,

а
б) при ctga^>0

f (х) = l.i.m. — ( Л(Х) Ф (х; X) 2 (a) d՝K 4՜ 
а-* <*» К )

— а

+ 4֊ Res А<+) (X) ф (х; X) 2 (X) — ± Res F(-»(X) ф(х; X) 2 (X). 
I X-kltfa i X-_/ctga

Но

Res F‘ ’(Х)Ф(х; X)2(X)=0.

Поэтому получим
a

/(X) = l.i.m. — (г(Х)Ф(х; X) 2 (X) d\ 4֊
о-* «© ГС •У — a

+ — Res F (Х)Ф(х; X)2(X) - — Res А(Х)ф(х; X) 2 (X).
I X-/clga i X-֊/ctga
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Принимая во внимание, что

Res Л(Х)ф(х; Х)2(Х) = 
a— ±ictga

^֊^֊Ф(х; ±։dga)F(±ictg«) =

С XCtgaz/ ч » 

е * f{x)dx.

о

получим, что при ctga>0

а — х

— а

CV
+ 2ctg««-x։lg,f г-'։1Е7(х)Л.

О

Отсюда заменой переменной X2 = р. и в силу четности 
приходим к известному примеру (3).

Отметим, что имеет место также обратная теорема,

функции F(k)

которую мы

сформулируем без доказательства.
Теорема 2. Если }(х) — произвольная функция из класса 

£2 (0, ос), то существуют [функции Е ~ 1 (X) $ Ьг ( — 00» °с)> такие, 

что интегралы
<3

Л֊>(Л, о) = С/(<)Ф(±)(Л Х)<//֊ (’>0)

< / о

сходятся к Р(՜' (X) всмысле

llm f |f(±)W -F(±՝(^ e)|։2(X)rfX = 0 
а-* —

— ее
а) при ctg а < О

/(х) = 1.1.т.

а

—- Сл(±> (^)1Г<:₽>
2тср J 

— 3

л) 2 (X) rfx,

б) при Ctg а > О

f (х) = и.т. Д_ (><*> (X) ^Чх-, X) 2 (X) rfx ± 
з—►» 2кр 11

’ О

-U J_ Res F(±)(X) ЧГ(Т)(л; X)Q(X).

Zp ^47
ctga

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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Մ- Մ- ՋՐԲԱՇՅԱՆ ԷՎ Ս. 1Լ 21ԼԿՈԲՅԱ.Ն

Ե^թաղրելով, որ Փ( (X, X), ф(,‘(х; X) և Զ(ձ) ֆուն ^հ//' անն

Մ*իտտսւ<|-1>ևՓլԼրի 1|ււրի<|հերւււ( |ւհտԼ(յրւս1 ծևսւփ ոխ ւււ թյու (ւ6եր|ւ 
տեււոսթյւսՈ օոսրօը

պայմաններին է ա * խ ա »ո ան ր ո ւմ ապացուցվում է հետևյալ հիմնական ի/եորեմր։

ապա ղոյություն ունեմ Р (л) — Լշ ( ОС, ОС ) ֆուն1|ցիա(ւերր այնպե

3

ք(±)(ճ, օ)= 1ЧГ(±)(<; >.)ք(է) ք՜Կէ (Օ>0)

Ս
ինտԼցրալներլւ 
ի մ ա սւււու|

ք» ա մ ա ս| սւ ա ա ս իւ ա ն սւ р ա [1 дпсдш1Г|нп П11Г են այղ ֆունկցիաներին Г» Լսւ1ւյւս|

) * Զ (X) 6/Х = О,

— ԴՕ

ոստ որում (0» 4՜ со ) կիսսւաոանցրի ւ|րա իրււ11|ացի են նաև հետևյալ թրջման ршСшАкЬрр
ա} երր մէջ а 0

յ
х“֊‘/(х) = 1.1.т. — I ?'(±) (X) Ф1” (х; X) Զ (X) Л, 

3-*՞® 2кр յ
— 7

/.) երր Շէ£ 7 > 0

յЛн֊1у(х)= I.i ni. _Լ Г^(±)(Х) Ф,т)(х; X) Զ (X) ժւ ± 
»-♦« 2кр յ 

— а

Рез ^(±)(Х)ф(Т) (л; Х)2 (X).

±1 г~
X = е а

րքԼպր պա ր ունա կում Է

у"='ку = о

у(0) = 51па, у' (0) = — СО5 а
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