
ԼաՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
| ] о к л А Д ы А К А Д Е М ИИ НАУК армянской ССР 

гПхХУШ 1964 “Т

| математика

В. С. Захарян

О некоторых граничных свойствах функций, 
■ аналитических в круге
I (Представлено академиком АН Армянском ССР М. М. Джрбашяном 20/1 1964)
I •

। Г. Предельные свойства. Будем рассматривать ограниченные 
[голоморфные функции следующего вида

5(г; |<г„|) = П И*: я»), 
п -1

где
Г А / \ I I ( 1 \

а) =--------—֊՝ (1)
а 1 — 

0<|<։„|<1, п = \, 2,--- (2)

СК?

1
В (г; (дя)) называется произведением Бляшке, а последователь­

ность {ал|, которая удовлетворяет условиям (2) и (3), — последова­
тельностью Бляшке. Функция В(г\ |ал>1) называется подпроизведе­
нием для В (г; {ал}), если \ап ) подпоследовательность для (ал].

I
Известно, что произведение Бляшке имеет радиальные предель­

ные значения с модулем единица почти всюду на С ։г • ֊ I 1<- 
Тогда в точках, где существуют радиальные граничные значения, бу- 

гт существовать и угловые пределы (*).
Мы рассмотрим вопрос о касательных пределах для произведе­

на Бляшке. Прежде дадим хорошо известное определение касатель- 
'го предела.

Пусть имеем множество точек ’
В (т, 0, 7) = (2 :1 — |аг&2 - »1т; 0<|շյ< 1),

г
за |аг§г-- |̂1 принимаем меньшую из ду։ на С между и
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Если функция /(г) определена на О = (г : |г | < 1}, мы скажем, ч„| 
А(г) имеет Гт — предел в точке е‘\ если существует такое £, ЧТГ)| 
для каждого т (т >0), /(г) —> Ь при г—и г£К(т, 0, -Д

Легко видеть, что Тх - предел существует в том и только в том 
случае, когда существует классический угловой предел. При •; ]| 
ситуация изменяется. В работе (*) показано, что для каждого 
существует произведение Бляшке, для которого не существует։ 
Г,-предел нигде на С

Вопросы о Г, - пределах для произведений Бляшке рассмотрены 
в недавней работе Г. Карго (3). В частности, им получены следую­
щие результаты.

Теорема А. Пусть последовательность Бляшке такая, 
что

ОО

л— 1

для некоторого фиксированного 7(7^ 1). Тогда В (г; }ал{) и все 
его подпроизведения имеют Т^-предел с модулем единица в 
точке е&.

Теорема В. Пусть {ял} последовательность Бляшке, для 
которой удовлетворяется (4) для некоторого фиксированного 
'((т > !)• Тогда, если 7^2/г для некоторого целого положитель­
ного к, то производная порядка к от В (г; {дл}) и от каждого 
подпроизведения В (г\ {<?„ ; имеет Т^-предел в точке е1Ь.

Мы здесь приведем одну теорему, которая является прямым об­
общением другой теоремы Г. Карго и при Л (^)= (0 < я < 1) совпа­
дает с ней.

Для формулировки этой теоремы нам понадобятся некоторые 
предварительные понятия. .

Пусть /г (г) — непрерывная вещественная функция, не убывающая 
при г > 0 и Л (0) = 0. Пусть Е — произвольное ограниченное множе­
ство, покрытое некоторой последовательностью кругов (гД* с радиу­
сами Определим меру

ОО
Mh (£) = inf 2 Л (г,)

1

для всех таких {б՝,}.
Эта мера будет равна нулю в том и только в том случае, когда 

равна нулю соответствующая мера Хаусдорфа.
В работе (’) дано следующее определение выпуклой емкости, 

принадлежащей К. Темно.
Пусть |а„} — выпуклая последовательность и лл—>0, тогда

ОО

Q (л) = 2 лл cos пх 
о

неотрицательная и интегрируемая по Дебету функция. Следовательно 
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□о
Q (Г, х) = 2 кпг" COS пх 

о
как пуассоновская сумма от Q(a) удовлетворяет условию Q(r, х) 0 
при л <2- и 0< г < 1.

Определение 1. Измеримое по Борелю множество £с|0. 2^| 
имеет положительную выпуклую емкость относительно последователь­
ности {Хя|* если существует мера и, сосредоточенная на Е, для кото- 

v рой функция 
2т.

v(x, г) = Q(r, х — t)du(t)
о

остается равномерно ограниченной по х при г—>1.
В случае отсутствия такой меры р, считаем [выпуклую емкость 

относительно {Хп| равной нулю.
Определение 2. Условимся говорить, что непрерывная на

1 функция //(?)>() принадлежит классу Ся, если //(0) = ос,

th(/) I о при О,
dtI----------< х и

J tH(t) 
о

It гл----------
х-0 хН (х) , 

о
Н ( и) du = с. где

с^О, оо.
Докажем

.1 е м м а.

следующую лемму. 
t

Если h (t) = \H(u}du и множество В имеет /z(rj)
• / о

перу нуль 7 > 1 и то выпуклая емкость множества В
относительно последовательности

равна нулю, если Н £ Сн-

Доказательство. Пусть л (и) = j 

и

------ ---------- - тогда ьп-֊Цп)

и множества с нулевой выпуклой емкостью для этих п<к.к я* 
костей совпадают.

По теореме Салема С) при л-* О
I 1

du 
u'-iH (/г՜7)

оо

В работе (5) доказано, что если для

55 г֊—՜ нуль, то емкость |ХЛ) тоже нуль. 
Р(А) '

то лемма доказана.

множества Е мера h (л1)—
, . . с 1

Так как h (х7) > — »
7 QW
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Будем предполагать, что для любого 0<^х, у<1 удовлетво 
ряется следующее условие

К (ху) (л) И (у). (5

Для этого достаточно, чтобы при предположении существования про­
изводных удовлетворялось условие

---- 1п
(1х? (6)

. , , д (ху)так как при условии (6) функция ?(у) = — — получает свой мак-

симум при у = 1.
При выполнении условия (5) скажем, что /г < Сл, если Ц~СН,

о
Теорема 

которой
1. Пусть последовательность Бляшке, для

V /г (I — | ап I) < оо 
л« I

для некоторого Тогда для каждого ;(7>1) и
множество

имеет выпуклую емкость нуль относительно последовательности

Доказательство. Доказательство проводится аналогично до­
казательству Г. Карго для случая Л(/) = Л

Пусть у > 1 фиксированная. Для каждого п через Оп обозна­

чим открытую дугу на С с центром в и длиной (1 —
I а* I

Пусть

0Л = и о* я-л 
ои со

и Гп = С Оа. Ясно, что и Г) 0п не имеют общих точек на б 
л«Л л — 1

и их соединение совпадает с С. Пусть
■7

Е \ Г) п — /п Е1 Пи

Докажем, что А(/:) мера О равна нулю.
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Так как

и О*Л .V
СО

окрывает П рп и для каждого И

ОС
Ит V //(1 — |ай!')= о, 
/V- ж

<10 утверждение очевидно.

Теперь покажем, что лл = , —г—-------- — емкость Л равна

улю.
П\сть б,/{> любая точка Рп для Л > л

|е/в-Д*|>- (1֊!а*) 1 или (1—1а*1) е1

Предположим, что Хл емкость больше нуля. Тогда существует 
такое единичное распределение р-(։|) на что

Г_______ „____________ <м
.) е№ - г I1 Н (|А- г |’)

.И<ос для всех г.
В частности, для п будем иметь

1 —|£л1 л(1 —!«*;)
— ал?

Г______________________________ (;И
,1 Н (1 — | аь ) \ е1*- ак\1Н(\ е1'— ак‘)

(п9

что

Л*!)<оо, ։

противоречит условию

~ (1 -10» П

’Имея в виду доказанную лемму, доказательство теоремы завер-
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Из сопоставления теоремы 1 с теоремами А и В получим тео 
ремы 2 и 3.

Теорема 2. Пусть последовательность Бляшке 
которой

для некоторого /1 Сп. Тогда для каждого у>1, Л(/т) / ест, 
00 1

множество Е,. выпуклая Хл=у——--------- — емкость которой
Н(Ь-') 1

нуль, так что Б (г; {ал}),м все его подпроизведения имеют Т 
предел с модулем единица в каждой точке С—Е^.

При ; = 1 теорема получена в работе (5).
Теорема 3. Пусть 'дл| последовательность Бляшке, дл. 

которой

д (1 5 ал |) ■ оо,

для некоторого Тогда для каждого у > 2А, А (Е) > /, где
целое положительное число, существует некоторое множеств

Е... выпуклая — У — , - -------  емкость которого нуль, так чт
R • П ՝ /

производные от В (г: !ал}) и от любого подпроизведения порядк 
й имеют Т^-предел в каждой точке С~ЕГ

2 . О сегментном изменении. Говорят, что аналитическая в еди 
ничном круге функция имеет конечное сегментное изменение в точю 
е1՝* при условии, что прямая, которая соединяет любую внутреннюю 
точку круга с точкой е'°, отображается этой функцией на спрямляе
мую кривую. *

В работе Г. Карго (с) доказано, что в точке 
Бляшке В (г; (а,,,) и любое его подпроизведение 

еа п
имеют коне*

сегментное изменение в том и только в том случае, если вы пол имею 
условие (4). Имея в виду это утверждение и теорему 6 из |5|, мь 
можем сформулировать следующую теорему.

Теорема 4. Пусть последовательность Бляшке («л! У™*
летворяет условию

для некоторого й, где //' Сн- Тогда В (г; {«„}) и любое 
произведение имеет конечное сегментное изменение в

его под

точке С. кроме, быть может, некоторого множества
й-хаусдорфовская мера которого нуль.

3°. Об одном классе голоморфных функций с конечным обо”

щенным интегралом Дирихле.

и /(0) = 0, для которого

Пусть / =^алгп 
։

аналитично в
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I р р

I ) д 1 2 <гх>I 0 0

Ье^Сл, тогда скажем, что /֊5Л.
Так как легко видеть, что

1
| И(1 —р)р2-'г/Р=о/1.4/А'>

Л \ п \ П >о 7

то условие (7) эквивалентно условию

(8)

В работе () показано, что произведения Бляшке ВЛ(г), для ко- 
орых

ОС

(91

принадлежат классам функций 5л.
Значит, если последовательность {«„ такая, что удовлетворяет 

условию (9), то существует функция / класса 5Л с нулями на этой 
последовательности и / 0.

Множество точек |ял|, скажем, является .множеством единствен­
ности для класса .$*, если из того, что/(ил) = 0 и /-5/,. вытекает, 
’то / = 0.

В работе (7) Г. Шапиро и А. Шильдса решен следующий вопрос: 
огда последовательность {ип\ 6\’дет множеством единственное։и для
Ункций класса 5Л при А(/)^=/’ (0<а<1), и получен исчерпываю-

/ 1 \
•Ий ответ. Но для более общего случая, когда в (В) вместо Н / -. ) 

°яг почти произвольные коэффициенты сп, вопрос не решен.
Легко видеть, что для классов доказательо во приведенное 

(՛). полностью проходит, и мы получим следующую теорему.
Теорема 5. Если ?(/) некоторая непрерывная функция, для 

порой <р(0) = 0. 0 (/>0), то существует множество един­
ичности {а„) для класса 5А. удовлетворяюще: условию

Х7/ (1 - | ап I) (1 — ! «Л) < =*• 

1

игут математики и механики 
емки наук Армянской ССР
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Վ Ս. ՋՍՔՍՐՅԱՆ

SrpiuGnuif uiGui ||ik|J| ֆ iuGI|g|iiuG kr|i bqruijfifi ПГПС հա&կւււթ|ու fiGLrp

//Նթ ил ղրենհ» ոլն ենք Z կ եա ե ր ի հետևյալ րադմոլթյոլնը

R(m, Հ 7) = (z: 1 — |z|>/rc | argz —ftp, 0 < | z | < 1},

փոըրաղո։ յն ր , որր մի
ղոէնոլմ ենք (. միավոր շր^անաղծի վրա ընկած աղեղնԼր^ 
մ ե Z՛ Z և (?՝> կետերը! Եթե / (Z)*p որոշված է ? Հ |

p f(z)~p կհտոււէ 1 ֊ սա հման ք եթե կա այնպիսի Լ, որ րյանկա֊

ւլած т(т>$) համար f(z)->L Ьрр гե

ՒՒող \dn J /'[յաշկեի հաՀորղակաՆոլ

2/?(1 -խ„|)<օօ,

մ 1 կ որոշ պայմանների։ 1Լոլ

լ-նի մի Ет ր ա ղմ ո լ թ յոլ.ն է 4Ո էէԼՈՈէ

^-՝հ
и այղ 'է Հ7 ղ * հ ա հ ո ր ղ ա կ ան ո ւ թ յ ил^л հու

հյյաշկեի արлп արլր յա լը ու֊նի Ги tu հ ան ---ի у Рш*1

Աէոարվէսծ են Նաև այլ րՆ ո ւ յթի արրլ րւլհրն Լ ր ւ

նչյուր կետում!
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