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МАТЕМАТИКА

В. А. Яврян

О функции спектрального сдвига для операторов 
Штурма—Лиувилля

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 7/1 1964)

| Пусть Нх и А72 — самосопряженные операторы в гильбертовом 
пространстве,(//*) —резольвента оператора Нк(к=\, 2), р(/А) — 
множество регулярных точек Нк. Через обозначаем банахово про­

странство ядерных операторов, Мк՜норма оператора Д в 5Х. Обоб- • 
’ щая результаты из (։>2), М. Г. Крейн (3) установил, что если для не­
которого Хо £ р (Нх) п Р (Н2)

| ■ /?>.(//,) £5„ (1)

то существует с точностью до постоянного слагаемого единственная 
’вещественная функция ;(£), (— ос / < оо), такая, что

•к
5/>(С»(«,)пр(//.))• (2)

Следуя (3), функцию ;(/) назовем функцией спектрального сйвига.
В пространстве /2(0, ос) рассмотрим операторы Нх и А/2, задаю­

щиеся равенствами:
Н1У = -у\ у(0)=0, 0<г<ос,

Н2у=-у"-\-д(г)у, у(0) = 0, 0<г<ос.

Здесь д (г) — вещественная функция, удовлетворяющая \ еловик».

Пусть Ф (г, Л) —решение следующей задачи: 
__ Ф" — лФ = 0, к = А՜ 

ф(0, Л) = 0, Ф'(0, Л) = 1.

При предположении (3) имеется асимптотика.
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d»(r, k)----------ъпг-е-""՝ оо, Jmk >0,

ф(г, Я (k) sin (kr — o(£)), r->oo, Jm£ —0, 
где 

no
M (k) = 1 -f- j eihrq (г) Ф (r, k) dr, Jm k 0, 

и

A (Z?) = | M (k) I, о (k) = arg M (k), Jmk — Q.
Через V обозначим оператор умножения на <7(r): Vy = q (г) у (г).

В работе (4) В. С. Буслаев и Л. Д. Фаддеев доказали, что если
по
р
I r|(7(r)|t/r< ОО,

о

то справедливо равенство:

5р(/?*(/У։)—Л(Н,))= — —-In Л1 (j/Г), Х€р(Л/։)Г»р (/7։).

Гам же указано, что М (jA) = det (/ + l//?A). Однако можно заметить,
ОО

что условие г ; q (г) dr оо не обеспечивает существования опре- 
о

делителя, т. е. нельзя утверждать, чго VRK Более того, может 
случиться, что D( V) Г1 D(fdy) = 0 (см. (5).

Гео рем а. Если q (г) удовлетворяет условию (3), то
1

М (]А ) = det (/+/?$ 1//?^), argk^-O. (5)

Доказательство.
1 L 
2 2

Заметим, что R՜ VR\ С St, причем

7՜ 2՜ Г e~2}ar_ 1
< !?('■)I-—-n-y/--dr< a>°-

J -2 Va u

Здесь, как и в дальнейшем, /?Л = R\(fil).
Доказательство этого факта мы опускаем, так как подобный ре­

зультат имеется в (5).
Легко видеть далее, что

։ i_
2 2

/?,.(/Л) —/?։(н։)=/?; л/?;,
Л Л 9

где
/ L -\՜1 *- 1

Л—\i+r[vr‘j r[ vr‘~ sv 
Отсюда следует, что Rk(H2) — Rx(Ht) £ St.
194



Нетрудно проверить, что ядра резольвент /?,(//,) и /?.(//,) со 
ответственно имеют вид: 2

51 п кг
к №, Г < 5

где

(Г, 5) =
51П

-е'кг,

Ж /?)

Ф (5, к}

/(5, к)
№,к) ’

к)
/(О.Л) ’

֊/" + ?/֊*7=0, Ж £)££2(0, оо). Дпт&>0.

Дополнительно к (3) предположим теперь, что д(г)=0 при г > г0. 
Тогда ясно, что

/{г, к) = е1к', г>г0

(г, к) =—~ з\п(кг— о(к)), г>г0. (7)

Так как

то
ОО /ъ 

(Р^Чз, 5) ֊/?<>'(5, 5))Л =

Л> /
( ф (5, к)

к) \ 
и

/($,£) _ 51п кз
7(0,*)

е1Ь> I с/з =

/?>.(Я2) -

V
0

к

к

= Нш
$!"**/*, 

кс О
•^гко видеть, что

/(0, к)

1
■ “ 2к

символы - и ՛ означают производные соответственно по к и 5.
Это равенство заимствовано из доказательства В. С. Буслаева и

*'• Д. Фаддеева, с которым автор имел возможность ознакомиться.
Из равенства (7) получаем, что

/(г, к) 1ге1кг, / (Л к) = (/ - кг) е1кг г>г0

ф (г, А) = ֊ е“' (1 + О(е"֊')), гоо^1 Л
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ф'(г, *) = (1 + о («“')), г -» сю.

Следовательно,

(* , М(к) . , М(к) /(0./г)
<Р(5, *)/(«. к) <15= —ы֊- "' + ֊4 ----- ~2*~ +о(1)

О

Как известно, /(0. /г) = М (&). Таким образом, получаем, что

1п Л1 (*) - --^ |n м (J/X).

С другой стороны, из теоремы 2 работы (°) следует, что
1 1

5р </?,(«„) ֊ /?, (//,)! =•= - ֊г 1п де! (/ + /< I//?;'). 
(л К

Ясно, что 1п М (Г^’у) —>0, если у—>ос. Теорема 1 из (г) показывает, 
) 1
2 Т

что также 1л с!е! (/ 4֊ УР1Х.) -+ 0, если у—>ос. Таким образом, тео­
рема 1 для финитных д (г) доказана. Пусть д (г) — любая функция, 
удовлетворяющая условию (3). Возьмем

<М'*) <7 (И»
0

УпУ = Чп(г)у(г).

Тогда из уже доказанного следует, что
1

Мп (J/T) = det (/ + R* V„r‘ ).
Из (6) вытекает, что

(8)

п

Отсюда, а также из (4) получаются равенства:
1_ I

11т М„ (/X) = ЛК/л), Пт | (V - \/„) R1 „ I, = 0.

Переходя к пределу в (8), получаем (5).
Теорема 1 доказана.
Обозначим через >•/(/= 1. 2 ՛--) точки отрицательного спектра 

/72 (они все—собственные значения, сгущающиеся к 0).
Полученная теорема вместе с упомянутой в начале теоремой 

М. Г. Крейна дает следующий результат:
Теорема 2. При условии (3)
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■ЭО
Эта теорема при условии г се доказана в (4).

О')

Автор выражает искреннюю благодарность чл.-корр. АН УССР 
М. Г. Крейну за интерес к этой работе.

Ереванский государственный университет

Ч_. Ա. ՅԱՎՐՅԱՆ
СнптГ—Վ1»ւԻ օպեгւստււրի սսքեկտրայ տեղաշարժի ֆունկցիայի ւքաււին

են

/.(0 оо) и արածության մ ե ք դիտարկվում է Нх և / / 
2

հետևյալ հա վ աոարու իք յո ւնՆ А ր ովՀ

э օպերւստորները, որոնր տրվում

/71У = ֊у", у (0)=֊0; 0СГ ОС

ОС

, Այստեղ զ (ր)~ր իրական ֆունկցիա է, որբ բավարարում է (3) պայմանին: 
’ '^^Яп‘-Р փ (Հ, հ) հետևյալ իւնղրի լուծումն է

Ф (0, к) = 1 ф'(0.4) = 1

Դ

(3) պայմանի դեպքում ղոյո, թյուն ունի հետևյալ ասիմպտոտիկան

М (к)
2/£ е1кг ОС մ т к ”>0

փ(ր, Л) (յէ)տա(*ր-օ(ծ) г->ос յ™* = ° օօ
/И (ծ) == I ֊|֊ I\е1Ьгд (г) Зтк >0

о
Л(^) = |/И(Й)| о(^) = аг^М^) յած = Օ

Н) աշխատանքում Հ. II. թուպաևը և Լ. Գ. Ֆ^եևը ապացուցել են, որ եթե

ր <7 (ր) |Ժր < օօ, 
• / 0

Տ,{/?*(^)-/?»(^ւ)1 = -йГ|п7И ^€?(^ւ)Ո?(^)

նշված էէ որ
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j)
/' | q (r) dr CO ^шрГшЧцг */> рш^шршр

о

1L^LpJ[^

*hUl*bUl[l fjnJ ПЛ. Pjuj'L pt

[Ьцшдпид^пи! £ ^binftjwi pbnphJp. h P b q (г) put »[ш p ш p n t.J l„ (3) щ utpf , ши^ 

1 1_
Л1 (/X) = det (/ + R: VR՛ ), arg X j֊ 0.

Ifju uj pt] jnc^Upp 1Г • *)*• Vplfjhjt ищк^трш [ inL rpu^mpdff>n th ![g [• w j/i if ш иfi^h p b n p b if ji $bui 
ui ш ipi b m fi jш[ igijqnlifp

֊֊ЧУ*)
S (>') = X

к/) dt

— X

p in b f]' Il H2 ou^bpiu тпр^ pwtjwuwt[iu*U uu^Llpn p If b m b p*L 1Л ։

ос

ttj7 fiLnp b if p )Г ’ 7 (г) j dr ■ ЭС qbu(pni,J шщшдпиу^шЬ £ (4j-nuf:

0
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