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МАТЕМАТИКА

Ф I Арутюнян

О единственности рядов по системе Хаара

(Представлено академиком ЛИ Армянской ССР А. Л. Шагиняном Н;/ХН 1953

В 1914 году Хааром (։) была сформулирована следующая

Теорема 1. Если ряд У ап/п(х) по системе Хаара Оля всех 
л=1

.г [0,1] сходится к нулю, то все коэффициенты ап(п—1, 2. ••■) 
раины нулю.

Однако приведенное Хааром доказательство этой теоремы оши­
бочно, и его метод не может привести к цели. В этом доказатель­
на не принимается во внимание поведение ряда в двоично рацио­

нальных точках, что и в некоторых его рассуждениях приводит к не­
правильному выводу. В дальнейшем мы увидим, что основная труд­

ность доказательства теоремы 1 связана именно с поведением ряда в 
двоично рациональных точках.

В настоящей работе, применяя метод, отличный рг метода Хаара. 
вшивается более общая теорема, из которой, в частности, следует 
Диске теорема 1. А именно, справедлива следующая

1 о орем а 2. Пусть ряд по системе Хаара

V ап/п (XI 
п • 1

'лаоает следующими свойствами

1) V ап7п(х\ =0 почти для всех х [0,1]. А—в 
л-1

-’) Последовательность (?/=1. 2,•••) ограничена в
к^сиой точке отрезка [0.1]. то есть для любого х [0, 1] суще- 
՝п*\՝ет  число М (х) > О такое, что | (х) < Л1 (х) (// = 1, 2,•••).

3) Ряд (1) сходится к конечной сумме всюду, кроме, быть мо- 
счетного множества точек {л*}  из |0.1]. Тогда все козффи- 

‘Шенты ап (« — I, 2,- -) ряда (1) равны нулю.
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2, напомним 

пределение системы Хаара

ъг ч. г
• %
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Система Ха ара

/Г и. хУМл-). хГ’(-<), х!" (*),-••,  х<” (•*),•• -х*?՞  (л),... 

определяется следующим образом (см. (1), стр. 625)

Хо0)(Л) = 1 ПРИ 0<х<1.

/.1։)(а)=1 при 0 х<-9-’

I 
= —1 при 9-<л-<1,

= О при л*  = —9~ ■

Для определения функций Х^’Чх) (л = 1, 2,--«; Л = 1, 2,• ••, 2") раз­
делим отрезок (0,1) на 2" + ։ равных частей. Пусть !<'>(//= 1, 2,-- 
к = 1, 2, • • •. 2'1 + 1) интервалы, полученные разбиением отрезка [0,1! 
вышеуказанным способом. Определим у{^} следующим образом

/?)(^) = Г2" при Л- -V2*՜ 1’, .

Он при X Д<;4 14)

при X где I #= 2к — 1 и 2/г.

В точках д'=() и л*  = 1 полагаем значения функции у}*>  (х) равными 
^14֊ I (9 )

ее значениям, соответственно, на интервалах Д^։) и А՜ .В тех 
точках, где у՛,* 5 (а) еще не определена (очевидно, они образуют конечное 
множество), значения функции принимаются равными среднему ариф­
метическому левого и правого пределов в соответствующей точке.

Пусть

Х1(*)>  ХЛ*).՜ ’

все функции системы Хаара, расположенные в порядке (2).
Доказательство теоремы 2. Предположим, что утверждение тео­

ремы 2 не верно, то есть ряд (1) имеет отличные от нуля коэффи­
циенты. Обозначим через [лД последовательность тех номеров л. 
для которых ап =£ 0. Ряд

ОО

I ^П,. /п,. (•*)*  
4-1

очевидно, удовлетворяет условиям 1), 2) и 3) теоремы 2 и, кроне 
того, а,^ #= 0 (к = 1, 2,- ■.).
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Через о„։, 1 и оЛ։ 2 обозначим те интервалы, где функция 

а„ /,,И принимает, соответственно, отрицательное и положительное 
значения.

Обозначим через З^Дх) (*=1,  2,•••;/ = !, 2) все те функ­

ции из системы (7лЛ(_г))*  которые равны нулю вне 1 *.

*пь„Г Л'о '< Ч-г ’
/Спи

Л*
ац /п (х) = сопз! 

/- ։ ՛ }

Свойства а) и Ь) очевидны. Свойство с) непосредственно следует 
из свойства а). В самом деле, в силу условия а), если ряд по функ­
циям системы •(/) почти всюду на интервале сходится к от- 

личному от нуля постоянному числу, то частные су ммы этого ряда

'՝лА. I есть замыкание интервала ’>пк. I-

Отметим некоторые свойства ряда (6) и системы Хаара.
а) Система 3//а>/(х) при к 1 является ортогональной системой.

построенной на отрезке оя •, функ! 

стоянной, то есть интегралы этих 

/г>1 равны нулю.
Ь) Для любой точки х0 [0.1| 

интервалов

4,-л ^Чч
где £։ < /г2 < • • • < к/ < • • • и 1, = I 
кое, что

.1 ИЛ1 
р

ни которой ортогональны к по- 

функций на интервале 6Л ,• при

и для любой последовательности

=>Ч (7)

или 2. существует число р та-

•*о  £ г'пк , 2 • (8)
р

с) Если ряд по функциям ол Д/) (к > 1, / = 1, 2) почти везде 

на интервале ол (- сходится к постоянному числу, отличному от нуля, 

то для любого числа /И^>0 существует некоторая частная сумма это­
го ряда, которая на некотором интервале 6Л ,■< с оп ,• постоянна и по 

абсолютной величине больше .И.
II) Если для некоторого Ао> I сумма

(9)

тождественно не равняется нулю на интервале с = 

Для любой точки хо^[О,1] и числа .4 существуют числа 
1 ~ । или 2 такие, что I — 4» — ~

1 или 2, то 

и

(Ю)

все х х < &лМ для

131



не могут быть ограниченными на множестве полной меры, лежащем 
в интервале % Следовательно, некоторые частные суммы этого ряда 

по абсолютному значению будут больше, чем заданное число .И>0 
на некоторых множествах положительной меры. Среди этих частных 
сумм возьмем первую. Очевидно, эта частная сумма по абсолютном\ 
значению будет больше, чем /И, всюду на некотором интервале ви­
да о г; /'= 1 или 2. Докажем утверждение с1).

Пусть сумма (9), как это предполагалось в условии (I), отлична 
от нуля хотя бы в одной точке интервала о,7 (. Тогда, очевидно.

эта сумма на интервале о,2 , равняется отличному от нуля ПОСТОЯН­НО’
ному числу. Так как из всех функций /,, (х) при £ > £0 на интер- |
вале / отличны от нуля только функции системы ,/(/)» то, • АГ
учитывая условие 1) теоремы 2 и условие с), найдем

ц = 1 или 2 такие, что
*1
4 ап /п - С0П51 --  / 9
7-1

> .И для всех (111

Предположим теперь, что определены числа 1гх < • • • < кР.
где >» 1} = 1 или 2, 1 ) - р. которые удовлетворя­

ют следующим условиям: •

п р
р

II

2 ап: 7.п,(Х) = Чч </

Определим А?р+] и />+!. В силу с) и (12) 
/?Р + 1 и 1 или 2 такие, что

существуют числа
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*л*р+Г '/’+։ С й%, ՛ '/» 
и

кр + 1
У- ап /„СО = сопб! >(р4-1) Д/ для всех х .-

> / '%+г '/> ь

Таким образом, можно определить последовательность числа 

; /2,... ։ ...; > /го- — 1 или о

для которых
п I —* у• • • ЗЭ О.- • • • •1 "аг7։ 12 пьр’։р

(141 
I

>р.И для всех ,* р /'



Существует гичка ;, принадлежащая всем о„ ■. Следовательно, по 
к р р

условию 2) теоремы 2 существует Л4։>0 такое, что

апкУ.пь^՝■■■ М) (р=1, 2.•••). (15)

Пэ (15), в силу определения системы Хаара, имеем
% hi,. М <2AIj для всех х [О. 1] и (р 1, 2.-- I. (16) кр кр

Пусть число Q удовлетворяет условию
Q>M + 2.M1. (17)

Тогда из Ь), (14;, (16) и (17) получим, что для некотороп пары чисел 
(p',i) Р i — 1 или 2 имеет место

՛՛ с ч,- <■; х» Чл..г

и (lx)
V
\\ап уп (х) = const >.И для всех 

I / С’

Если обозначим кг>՛ через к', то получим (I1 •). Утверждение И) до­
казано.

(1) находим числа kp-i^ kn и zr-։ ՝ или такие.

Теперь завершим доказательство теоремы 2.
Пусть г1։ г2, • • •, гп, • •—совокупность всех точек последователь­

ности х*)  (см. формулировку теоремы 2) и всех двоично рациональ­
ных точек отрезка |0,1|. Существуют числа п*  и / , (£,։> 1: 1 ~ 1 
или 2), для которых

В силу (19)

V «П. Z«.(A*)  = const >0 — / // I
и d) существуют числа //>,

при •։

и (,./,= 1 или 2 

ч- '■՛
и

(19)

такие, что

(20)
i ^7? i ’ * 1'i 'ч»’ 'о

для всех х 3 ,■ .«1 1

Предположим, что определены числа 
zp С-' • •» ip так, что

A’ j k j ^р и

или 2)

(21)

- "п, 

I /
В СИЛ V У

°"*՛

что
I °"* п j , и на интервале Лр ■ р
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выполняется (21) для Таким образом, мы нахо­

дим последовательность кг <• • •; /2, • • •, . .։ Для
которых будет иметь место (21) для всех <7=1, 2,-”.

Пусть х точка, принадлежащая всем Ъп . По конструкции } 

не есть двоично рациональная точка, и поэтому х(ьп , (</=1,2) 

Отсюда в силу (21)

х' ап./п >7 Для всех </=1, 2-••• (22)
— ) / 
/ ՝

То есть в точке .с ряд (6) расходится. С другой стороны, в силу 2)
теоремы 2, ряд (6) в точке х должен сходиться. Полученное проти­
воречие показывает, чго теорема 2 верна.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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