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С. л. Амбарцумян, чл.-корр. АН Армянской ССР. и С. М. Дургарьян

О колебаниях ортотропной пологой оболочки, 
находящейся в переменном температурном поле 

(Представлено 31/Х 1963)

■ 1. Рассматривается задача так называемых свободных колебании
весьма пологой ортотропной оболочки положительной гауссовой кри
визны и постоянной толщины А, находящейся в поле действия высо
ких температур. Аналогичная задача для ортотропной пластинки в 
рДном частном случае рассмотрена в работе (1).

В Предполагается, что оболочка отнесена к ортогональной кри
волинейной системе координат а, 3, материал оболочки подчиняется 
Обобщенному закону Гука и в каждой точке имеет три плоскости 
тпругой симметрии, параллельные координатным поверхностям (2).
■ Считается, что температура оболочки Т = Т(--, удовлетворяет 
Начальному (Г =/0) и поверхностным условиям, а также уравнению 
теплопроводности. В первом приближении считаем, что от темпера
туры нагрева зависят только модули упругости = Ег ( Т), Е- = Е2 (Г), 
модуль сдвига ва . = б12 (7՝) и коэффициенты линейного расширения 
« и,('Л. =
I При выводе основных уравнений принимаются гипотезы Кирх- 
гоффа—Лява (") и Ф. Неймана (:), а также следующие дополнительные 

■редположения (2>с):
■ а) в первых двух уравнениях равновесия (движения) можно пре- 
иебречь членами ^a|R9 и 1.7?? = 1//?2 —главные
кривизны срединной поверхности; ВЕ, /V — поперечные силы), а так
же инерционными силами, обусловленными тангенциальными пере
мещен ня мн;
■ б) в выражениях, связывающих компоненты изгибной деформа
ции (»1, х„, ’) с перемещениями, можно сохранить лишь члены, со
держащие нормальное перемещение тс՛;
I в) первые два уравнения неразрывности и шестое уравнение 
Ганновесия удовлетворены тождественно;

।) коэффициенты первой квадратичной формы А и В при диф
ференцировании ведут себя как постоянные;
■ л) система координат выбрана так, что выполняется сильное не
равенство АВ < 1.
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2. Из обобщенного закона Гука, используя гипотезы Кирхгоффа- 
.’1ява и Ф. Неймана, для расчетных напряжении имеем (2»3>7. «)

-- ^Ц = 1 4“ ^12£2 4 7 (^11/։1 4՜ ^12Х?) ^1 »

' ^22^2

«и •»

//= и (а. 3, /), г= и (а, 3, /). к’ = ге'(а, 3, /) тангенциальные и нор
мальное перемещения точек срединной поверхности оболочки; >։ = у.Лг 
։/2 - ‘М — коэффициенты Пуассона.

Выпишем уравнения движения и неразрывности деформаций для 
рассматриваемого случая при отсутствии внешних сил

1 д2М} 2 д֊Н I д2М., Т. Т2 . Л?
-—г—- 4----------------- Н-----------“   — ш* —
Д’ да? АВ дгд'6 в- Ry Rn ՝df2

(гп ' — масса оболочки, приходящаяся на единицу 
поверхности)

площади срединной

1 1 d3U) , 1 d2cj Zj x2 $
А֊д^~АВ~дадЗ ՝ +/?.,

и дляДля тангенциальных сил (7՝а = 7՝1, 7'. = Т2, S^ = S^ = S) 
моментов (/Иа=.И1։ Л13 = Л42, Н^ = = Н) имеем (*• 3- 8)

где жесткости Сц = С,, (Т), Кц А//(7), Вц — Оц^Г), температурные 
усилия и моменты Сц=Сц(Т), Кп — К(т(1) выражаются формулами

88



3. Введем, как обычно, функцию напряжений ? по формулам
Г1 = 2±г, 5= ֊'

В~ д& ' А2 да2 АВ Оъд'Л• • ।

Но формулам (2.3) можно выразить компоненты тангенциальной 
деформации ег, ?2, <о через функцию напряжений а затем по (2.4) 
через ту же функцию напряжений можно выразить моменты .И1։ Л/2, Н.

Внеся значения г։, Г,, 7, Л4։, ,И2, Н, выраженные через
функцию напряжений, в третье уравнение движения (2.1) и в урав- 
нение неразрывности деформации (2.2), для определения искомых 
функций к՛ и получим следующую систему уравнений:

£>?1-Д„ Л& — Р„+2(О№ О„„| уь- 
Д« Л։* + А*В* дт?д/&

_</15 <^у 1 1_ 0^ _ _1 1 о-± __ т» £К'
+ В' дв* В* R, оу- А- R.. Ог- др

А* № : А2В' ’ А4 0^

+ ~ 4- - г- -
А2В2 дг2Ор

1 1 €)2к' 1 1_ о~и֊' __ 0
. А® В2 Rг д^2

(3.1)

где приняты обозначения

о__ Л"Г|С22 Л- КпСц
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В последующем будем рассматривать случай, когда температура не 
изменяется по толщине оболочки Г— Т (£).

В этом случае, как это легко заметить из (2.5) и (3.2), имеем

К„ = К, Т= <1,1 = О?, = 0.

Тогда из (3.1) получим следующие уравнения задачи

Оп д1и՝ 0 Р12 Ч- 2ОЙД д'ю дЧю 1 1 д2<?
Д’ Оа ’ ‘ ~ Д в2 сГа’^32 " /Г д? + В2 +

• 4 22 | ֊ ^12 ~Т А<Я д1?  I у4п

Я4 Оа4 Я2#֊ д*֊д?2 ' В' <23'

_ 1 1 д2и՝ 1 1՜
В2~ЦХ(& ~ ~А2~В2д?~

4. Рассмотрим поперечные колебания прямоугольной н плане, 
свободно опертой по всему контуру весьма пологой ортотропной 
оболочки.

Граничными и начальными условиями будут

Д’՛ = 7\ = Мг = 0 при р = 0 и р — Ь,1
Д” = Т2 = Ла = 0 при а = 0 и а = а,1

и՛ = ду0 и —— — и՛՛ при — 0, а — а/2, 3 = /;/2.
д?

Очевидно, граничным условиям (4.1) удовлетворим, полагая
ОО ОО

2/л/п (0 $1п(яда а) 81П (я/72,3 Ь}, 
п -1 т — 1
ОО ОО

? = 2 У. Впт (/) 81п (-пл/а) б1п (к/л^/д). 

п — 1 т т 1 I

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Подставив значения и1 и в исходные уравнения (3.3), для 
Алт(^) будем иметь

Тпт (/) —

а для определения функции /Пт(1) получим дифференциальное урав
нение с переменными коэффициентами

?;„(0 + ггфп/я(0/Лш(0 = 0. (4-4)

9()



о

где
(Л)) Л

/Д2(^) /Дат V1
' Вп(0
\ О / о

4-12(1 - ՝<ег 2

\ 012 (О

Для многих задач £2 
решение уравнения (4.4) 
грирования (2-с).

Интегралы уравнения 
индексы //, т опускаем)

2 4֊ (Дат)*

является большим числом. В связи с этим 
находим методом асимптотического инте-

(4.4) будем искать в виде (в дальнейшем

I

где Ф(/; б) = Ф(1(/)4-о 1 ФДН 4՜ * 2 Ф2(/)4-...—функция интенсивности, 
а ш(/)—функция изменяемости.

Внеся (4.5) в (4.4) и соответствующим образом сгруппировав 
члены, получим

О)

|Ф„Н֊ 2Фл+1<” 4֊ Фя

ргкуда при Фо=*О будем иметь

ф -4- и»- = 
Г 1

2Ф0ш 4՜ Фо'° ~

(4.6)

(4.7)

Фя 4՜ 2ФЯ |-1‘»> Фл+1 ш = 0 ՛п -0՛ В֊՛՜՜՛). (4.8)
Решив (4.6), для функции изменяемости будем иметь

и»4= I ( V ՝\сН 4՜ С։, и>, = — /1 4֊ С^. (4.9)

Внеся (4.9) в (4.7), найдем функцию интенсивности в нулевом при
ближении

։| каждое последующее приближение найдется из уравнения (4.8).
1 аким образом, в нулевом приближении для / будем иметь
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где значения постоянных интегрирования с помощью (4.3) найдутся 
из условий (4.2).

5. Рассмотрим два частных случая, ограничившись в разложе
ниях (4.3) первыми членами (« = ///-՝!).

а) Пусть (/) в уравнении (4.4) постоянна и равна единице 
Тогда из (4.10) для функции / в нулевом приближении найдем

f — Сх exp (io/) + С ехр ( - /о/), 
• • 

что совпадает с точным решением уравнения / Ч-<>2/— 0.
б) Пусть фЛт(0 = 1 — f՝t. Тогда из (4.10) для функции / в ну

левом приближении найдем

4֊ С։ sin

что совпадает с результатами, полученными в (։) при асимптотиче
ском представлении бесселевых функций, входящих в точное решение 
уравнения (4.4) при -Ьпгп (/)=!—X/.
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