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МАТЕМАТИКА

С Г. Овсепян

С) приближенном решении задачи Коши для некоторых 
дифференциальных уравнений с полиномиальными 

коэффициентами
(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 21 XI 1963)

В этой заметке изучается вопрос о построении приближенного 
решения корректно поставленных задач Коши для некоторых систем 
линейных дифференциальных уравнений, причем приближенные ре
шения строятся так. что их сходимость к точному решению стано
вится следствием корректности задачи.

Рассмотрим уравнение
х) «=/(/, х) (1)

ри начальных условиях:

/'о< "А

I Теорема. Пусть/(1. х) = ^ о*. (Г), о (Г)
I ’ 1-1
Непрерывные Функции, ?0(х),---, 1 (л). Л (л) “ <1? (л) полиномы.
причем степени не выше \1 1. Тогда решение задачи (1),

для обыкновенного диф-<-) можно свести к решению задачи Коши 
реренциального уравнения .И (О г* (/) = Л (/).



В самом деле, пусть гч (/) решение следующей задачи Коши
Л1(О'У^) = О,

Л’(/) I1 ПРИ k = z 
dtk r=o (О при k=^i (fe=O, l,---

Составим функцию 
ли — 1 

W. -X) = V V/(0<P/(x), 
/=0

(3)

(4)m

которая, очевидно, удовлетворяет уравнению (3) и начальным усло
виям (2).

Пусть А оператор, который сопоставляет каждой непрерывной 
функции А (/) решение и({) следующей задачи Коши

М (0 иЩ = //(/),

dbu (О 
~dt~ (* = 0. 1, 2,..-, /п-1).

Составим функцию 
N 

w(t, х) = Aci(t)pi (х). 
1-1

Легко видеть, что функция u0(t, x) = v(t, х) удов
летворяет уравнению

Mu.{t4 x)=f(t, х) (5)
и начальным условиям (2). Легко видеть далее, что L(t, x)u0(t, л) 
имеет вид 

/V.
L(t, x)u„(t. л) = 2^>(0р'1>(л), 

/-1
где qn(O непрерывные функции от t. 
Рассмотрим теперь функцию

“։<Л = AL (t, x)u0(f, x),

которая удовлетворяет уравнению
M (t) u1(t, x) = L {t. x) u0(t, x) 

и нулевым начальным условиям.
Л'.

Пусть £ (г, х) их (С л) = Y сj2> (/) (х) и пусть I максимум сте-
/ = 1

пеней полиномов р\'} [х) (Z = 1 2 •••, ,V։), тогда {х будут поли
номами степени не выше / — 1.

Положим по определению 
и* (С x) = AL(t, x)u^\(t. х),
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тогда будем 
9

иметь

/. (/, х) ц*(/,
^4-1 

х)= 2 
/=1

Легко видеть по
(* ։>(х) полиномы

индукции, что <5*+։) (0 непрерывные функции, а 
степени не выше / — к, кроме того, х) удов-

етворяет уравнению
М (Г) и* (Л х) = £ х) ик (/, х) (6)

и нулевым начальным условиям.
Учитывая (5) и (6) легко показать, что функция 

/4-1
« (^, х) = V ик({՝ Х) 

*=0
является решением задачи (1), (2).

В самом деле,
/4-1 /4-1 ЛИ I

Ми = у^Мик = .И//0Н֊2М//А =/(г, х) 4֊ 2£а*-1 =/(Л Х)+У^ик,
Ь** 1 £«= ] д«О

£ц = 2£ца=2£^,
*-0 к-0

поскольку £«^1=0.
и((\ х) удовлетворяет также и начальным условиям, поскольку 

//0(Л *) удовлетворяет этим условиям, а остальные ик(1\ х) удовлет
воряют нулевым начальным условиям.

Таким образом, если нам известна требуемая точность и ха
рактер корректности данной задачи Коши, то аппроксимируя правые 
части и начальные условия полиномами, мы можем построить иско
мое приближенное решение путем решения задачи Коши только для 
соответствующего обыкновенного дифференциального уравнения.

Например, для гиперболических уравнений второго порядка

характер корректности задачи Коши можно получить из хорошо из
вестного энергетического неравенства (см., например, О)

О

ч
С (О

Г) 
справедливое для любой функции и М’ИФ/). где Ч —усеченный ко
нус с гладкой пространственно ориентированной боковой поверхно
стью, нижнее основание 20 которого лежит в плоскости £ = 0.

Замечание I. Требование непрерывности функций от Л входя
щих в уравнение (1), достаточно для решений соответствующих за
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дач Коши для обыкновенного дифференциального уравнения и по. 
строения функций х) с вышеуказанными свойствами, однако это 
требование непрерывности не является необходимым для приложи
мости теоремы.

В качестве примера рассмотрим задачу Коши для уравнения 
Эйлера—Пуассона—Дарбу ж

д2и . 1 дм . ..
--------------= А/Л 7

։ дГ

и (8)

Известно существование и единственность решения этой зада
чи (֊).

Обозначим через ՝/ степень полинома ?0(х։, ՛■*՝ х«)- Легко по
лучить, что г'0(/)=1, 1^(0 можно взять равным нулю, поскольку 
опа умножается на <р1(л)=гО, «•՝

(/?=!, 2,-- )

П (20® ।«1 П <20®
/ 1

/т0(/, х) = ?0(х). Следовательно, решением этой задачи будет функция

и (/, х) = ф0(х)

1-1

где ~ целое число больше — * ..
2

3 а м е ч а н и е 2. Если все члены оператора I. (/, х) содержат хотя 
бы одно дифференцирование по некоторому хг, т. е. если 1Г > 1, то 
достаточно потребовать чтобы т/^’(х) были полиномами от хг степени 
не выше 1Г -1с достаточно гладкими коэффициентами, зависящими 
от остальных переменных. В этом случае такое расширение условий 
относится также к правым частям и начальным функциям.

За м е ч а и и е 3. Этим же методом, при аналогичных ограничениях 
можно решить задачу Коши для системы линейных дифференциаль
ных уравнении вида

()и — <9* и -*— -у у ^.4/, х)֊-- ™ . =Ф(Сх),
0' & 1.^ * <Х - дх\ ■ ■ • Ох;

-*| - > 
щ = ?(х).

7-0
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