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Р. С. Минасян

Об одной задаче установившегося распространения тепла в 
составном прямоугольном параллелепипеде

(Представлено академиком АН Армянской ( СР А. .1. Шагиняном 9X11 1963)

В настоящей работе 
I хстановивше! оси
пом параллелепипеде, составленном 
л оф и з и ч е с к и м и характеристиками 
(фиг. 1), когда на части границы 
\(ЮО'О', ЕОО'Е' и ЕЕЕ'Е' происхо
дит теплообмен с окружающей сре
дой. а на остальной части границы 
задано распределение температуры. 
Предполагаем, что внутри парал
лелепипеда имеются источники

приводится эффективное решение задачи 
распространения тепла в неоднородном прямоуголь

на двух среде различными теп-
г

Фиг. 1.

распределения тепла в паралле-
Тогда функции у. г) и

тепла.
Обозначим через Е\ (х, у. г) и 

/Л (д՜, у, г) соответственно функции
ленииеде при 
Г:(х. у, г), как

у 0 и при у > 0.
известно (’),

д'Е, 
Ох-

б2 с, 
д \՛2 *

<>2с; 
сЛ՝2

дут удовлетворять уравнению

и । рани иным условиям

Ц (0, у, г) = /?<п (у, г). (<\ У, г) (у. г).

о1'г
их

о и.

о

о1;
0\' <«1



Ц (*, у. 0) = V); Ц (л-, у, с/) =֊ (х, у),

Ц (х, у, 0) -= $<2> (х, у); и2 (х, у. (I) == 5^ (х, у),

а также условиям сопряжения на поверхности раздела

С\(х, О, з) = 1Л(х, 0, г). ду&
дС2
Оу *

(3)
V 0

Здесь коэффициент теплопроводности 7-й среды; (), (х, у, .^—ин
тенсивность тепловыделения; /;0, Лъ Л2, а также 72, /-\, Р2—соответ
ственно коэффициенты теплообмена и температура окружающей средн 
V граней £ОО'Е'\ ООО'О' и ЕЕЕ'Е'.

Относительно функций С?/, Л и Т2 предполагаем, что они имеют 
ограниченную вариацию, что касается функций 5/, /?'*> и 7\, то пред
полагаем, что они непрерывны в соответствующих областях и что

(у. 0) = $;> (0. у); /?՛,» (у, <Г)=$<» (0, у); Я'1’ (- «• = Л <<»• 

/?!.1>(у,0) = 5<1'(с, у)

Я<’> (у, </) - $» (с, у); Я<» (֊ а. г) = Г, (с, г);

5<" (х. - а) = Г, (х, 0); $<>> (х, - а) = /\ (х, </).

Разложим предварительно функции 1У1(х, у, г) и У2(х, у, г) в 
ряд по 51п«։г:

ОО
О/(х, У» г) = 2 (*. у)5։пад2 (7 = 1, 2), (4)

Л *• 1
где

Са* = — , (х, у) = и1 (х, у, г) зт а*гйг.
О

9
Умножив уравнение (1) на 51п п/( гйг и проинтегрировав от О 

до </, для (х, у) получим следующее уравнение

~Ох2
д-и

*̂------ а2 £/(«)= _
дуг к к

и
(х, у, 2)

֊[֊ [3(/> (X, у) ֊ (֊ 1 )* (X, у)] = (х, у). (5)

При этом граничные условия и условия сопряжения для функций 
(*. У) и (х, у), согласно (2) и (3), будут

Ц’> (0, у) = ОД (у); (с, у) = {у)|
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dU‘->
дх

к.
дх

= /'11^1(У)֊Цг)(О,у)], х-0

(2')-

d
о (՝

Р-//|

к 
dy v«0

՝о
dU^ 

dy о (3>л

О

(V) =

d
2 с 
б/ J

и

d 
о /• 

Л/(х)=֊г
о

Разложим далее Ц;)(х, у) (/= 1,2) в ряды ио sin;,*:
СО

»/ (6>

где
с

= А ; /<о (у) = ~ ( L;" (х, у) sin 7/. xdx.
•J 
°

2Умножая уравнение (5) на ֊֊sin^A'rfx и интегрируя от 

для /J-’Чу) получим следующее дифференциальное уравнение

О до с.

I (*> У) sin
о 

(7)•/ 1 < ’ ' ՝ ' 1 ' 1 • <7 
°

Вдесь через /?(2> (у. z) и /?.',2)(у, 2) обозначены неизвестные значения 
функции U. (х, у, z) на гранях ODD'О' и FЕЕ՛F':R\- (у, z) = £ ։0\ у, z); 
^22)(У, г) = у, z). Краевые условия для (у) и (У), согласно 
(2') и (3'), будут

; /«’(<>) =/)»’<°>: ’■*/!*'(0) = (0)'
(8)

/՛?՛ («а-= л«7й՛
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где

чн1 лт/л.
О

Удовлетворяя краевым условиям (8), для /’!' (у) в /Ф(у). no.iv- . * I К
чпм следующие выражения

о

V

О

1;А-

— М„(у)

Здесь для краткости

. 1 </',Г(05117у4(^ + “)Л
•/* <’ 

— а

(9)
"|
I </;;'(О-И,,..(/) Л

•м •
1

о 
» »

} 4՛)7/։ < / а) Л -
֊//

о <ч*(о• 
»/>

о

введены следующие обозначения

. й= I »;֊ ; ' = у1 ; 31 ։, |у) = ;.Л.с11 ;; у) /'оЗЬ^^֊ у).

V* (V) == /■ С11 ч,ка я|] т/А.у {- бИ ^)ка с!1 ;^у. (10)

)') = (/.֊' 1)М/А( у) ֊}- (л ֊ 1) М, ду).

В выражения (9) для /*{?(у) и /’Д'(у) входят, как было отмечено 
выше, нешвестные функции /?'|2) (у, г) и /?.'? (у, г). Прежде чем пе
рейти к их определению, заметим следующее: вследствие неоднород
ности граничных условии для (л\ у) и Ц2’(л\ у), ряды (6) обла- 
дают медленной сходимостью—коэффициенты Л'1 (\՛) и.х с возраста- /А *
пнем индекса у убывают со скоростью ֊-. . Для усиления сходимости 

•
рядов (б) выделим выражения

(X. у|= ( 1 - -•՝- ) /г^(у) + ֊'֊ я^'|у). 
\ / ж.
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■обусловливающие слабую сходимость рядов (6). Разлагая эти выра
жения в ряд по sin 7ух и прибавляя и вычитывая их из выражений 
(6), будем иметь

(И)
Ряды (11) обладают усиленной сходимостью—члены их убывают с 

возрастанием индекса / со скоростью •

Перейдем теперь к определению неизвестных 
Для этого выполним граничные условия 

•Ц-Дх, У):
(14-М ^.(у)-^(у) _ 

с

функций R'k\' (у) и 
(2') для функции

^i’(y) (֊ ։)'/?;■? (у)

— < 1 + (V)
с

Умножим каждое из уравнений (12) на ®Ду)^у. где ?z(y) =

= A։P*i iv).

=■[/ —-у., г.г՜;-;- 51 п \,у —собственные функции краевой задачи
’ а1 (՝7 4 %) * "о

* 1 Ик - / * - ;՛*•/'
г" (у) 4- (у) = 0; ф (0) = »' (а,) 4 (а։) = (13)

а собственные числа 4 являются корнями уравнения 'соз’с^
-- Л051п Са։ = 0.

Принимая во внимание (7) и (8). после некоторых преобразо
ваний получим
• аг 9

(14)

' >есь введены следующие обозначения
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Г 2 »
"V = ֊^֊ | 1^> (У) - (-1)' /?Я> (у)] т, (у) </у,

• 6

= IЧ+Ч ; /пул = ь7 (0),

с11С/^ + (- 1Г 
эИ (։кС6% = 2;/л.

[вИ С/* (с — л) -

— (— 1)* би :/Ах
'Л

</х +1 |Л։р*, (у) — (— 1)' (у)1 ?, (У) ау.

о

В свою очередь т;к, согласно ^9) и (15), определятся посредством 
п$ из следующих соотношений

֊! ^м(О)

7^ (*» У) ^/л (у) 51п у дч/х^у

_1_ 

и
^)(/)5Ит/а(/֊|- а) сП • (16)

Таким образом, для определения п\^ и т,к получили совокуп
ность бесконечных систем линейных алгебраических уравнений (И) 
и (16). Для исследования разрешимости этих систем рассмотрим пред
варительно суммы модулей коэффициентов в каждом из уравнений- 
Обозначим через сумму модулей коэффициентов 7-го уравнения 
системы (14), а через тд—сумму модулей коэффициентов у-го урав
нения системы (16). Пользуясь легко получаемой формулой разло
жения

у ?/ (0)?г (*) 1 Г Аох 7сИ у (д։ — л) 4֊ АозК 7 (аг — х)
ч а + Г) 7։ 1-1֊ Аоа։ 7с1чах + Л05Ь

1 ’
(0<л<а1) (П)
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имеем

ТЧ. 4՜ I Т’0*(— а) 1 ч*811 мА + VII тла։) -

/’„Мр, (0)
1 —|- ан>

получаем также, что о{?) С другой стороны, из (15)Легко 

и (16) видно, что свободные члены систем, оставаясь ограниченными

в своей совокупности, стремятся к нулю со скоростью и -— .
•/>

Согласно общей теории бесконечных՜ систем (2), системы (14) и (1 б> 
имеют единственное ограниченное решение, которое может быть най
дено методом последовательных приближений.

Как легко видеть, т1к и п(£ соответственно убывают со скоростью
Е _ I _ Е _ >_
2 2 •> •>

Т/*՜ и ч/ • в самом деле’ обозначив п\^ = г11г՜ т^>,
для неизвестных р-/А и получим после некоторых преобразований 
вполне регулярные системы линейных уравнений, свободные члены 
которых, оставаясь ограниченными в своей совокупности, стремятся к 

_ Е _ Е
2 2

пулю со скоростью т.. и . Согласно (2), полученные системы 
имеют единственное ограниченное решение, откуда и следует наше 
утверждение.

Подставляя значение /Л)(у) в (6) и (4) и используя (14), (15) и 
(16), а также выделяя выражения, обусловливающие слабую сходи
мость, после несложных преобразований окончательно получим для 
Ц(*. У, ■?) следующее выражение

КЗ



а**/
|5<{>(у)-(- ։)'■$;?(у)] _-х-|/?<р(У)_(- 1 )',?<՛>(у)1-|-

4
|5<|) (0, у)-(- 1)'5<։> (с, у)-(- V) +

4֊(֊֊ О/+* у)| яп а*?51п ^л՜. (19)

Для С»(х.у,г) аналогичным образом получим

1^2,(У)-(- 1>‘Я,; (>’))+ ^№(0- У) ֊ (֊ П-З',21 (с. у) -

( 1 )*52 (О, у) Н- ( — 1)' гА<н (с, у) | 51п з*? мп 7Л :՜

1 " ", ?(0) ф, (у)
~2՜ X С2 бй (,1ьв } 5՝՛ ’/А А) ’

к ։ 1^о 1 * 1

’! (ЛЦ՝ — Л1^՝) 511 $1п 7к՝. (201

Задаваясь геометрическими размерами параллелепипеда, а также 
значениями величин Х,, А/ и функций (7;, /?'։>, /<, Т։, \, из (14) и

(16) получим оценки и свер
ху и снизу, после чего способом, 
изложенным в (3), найдем из (19) и 

4 (20) значения Ц (л՜, у, г) и 4/2 (л*, у, г) 
с избытком и недостатком.

В заключение отметим некото-
Фиг. 2. л хрые из частных случаев.

а) Если Ао = О, то, аналитически продолжая, получим трехслой
ный параллелепипед, симметричный относительно плоскости у ■֊ с>\
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((риг. 2). о) Если ^—>00, //2—*оо, бесконечные системы линейных 
уравнений (14) и (16) вырождаются в равенства и решение совпадает 
с решением, получаемым обычным способом, в) При а—> оо имеем 
полубесконечиую составную призму, г) Если = получаем одно
родный параллелепипед.

Заметим, что в случае плоского распределения тепла аналогич
ная задача при Л0=А1 = //2 и для однородной среды была решена в 
работе (4).

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ռ Ս. մԻՆԱՍՅԱՆ
1 «|||||11Н|Г|111| ւււ 1|Г|П1 (ւ1|<սւ(ւ ք|ւււ_<քւսհԼււա6|ւււ*ււԱէք տ)Լրւք ււսթսսն կայա ГкиушЛ 

է»արսւծւքահ ւքի իւհցրի ւՌււ։ւի(։

Հողվածում զիուարկվ ում Լ երկու տարրեր նյութերից կազմված անՀամասեռ ուղղանկյուն 
զուզսւՀե/ւտնիստում ջերմության կայունացած տարածման խնղիրր է երր արտա քին մակերևույթի 
մի մասում (այն Լ' ՕՕԹ՚ՕՀ հ Լ) Ռ*£' և 4Րա) տեղի ունի ջերմափոխանակություն
շրջասյատող միջավայրի հետ, իսկ մնացած մասում տրված Լ ջերմության րաշխում րւ Ենթա

դրվում Լ, որ զուզաՀեոանիստի ներսր գոյություն ունի ջերմարտադրություն։
եւնզրի լուծում ր տրվում Լ արադ զուգամիտող կրկնակի շարքերի մ իջոցով, որոնց Հաաաա- 

տուն դործակիցներր որոշվում են (իր՚վփն ո եզ ու յյար Հանրահաշվական անվերջ սիստեմներիցդ 
Դիտարկվում են ՈՐՈ? մւսոնավ որ ղեւզքեր։
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