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МАТЕМАТИКА

В. А. Яврян

О некоторых возмущениях самосопряженных операторов

(Представлено академиком АН Хрмянскон ССР М. М. Джрбашяком 10 XI 1963)

В дальнейшем .4 — самосопряженный оператор, заданный в гиль­
бертовом пространстве А/, /Э (Д)— область определения оператора А, 
Р (Д) — множество регулярных точек Д, а/?г = (.4 -21) ’, где 2 р(Д). 
Через В обозначаем множество линейных функционалов /. опреде- 
I 1
ленных на £)(Д ). и для которых при некотором з ?(Д) (а тогда и 

■
для всех2« р(Д)) / (/?;/) = (/?;/, у) есть ограниченный функционал в

Л/. Очевидно, что //сгБ*. Элемент Н определяется с помощью 

равенства: ((А/)՜/. /) = (/» Вг/_), где / И. Интересно отмети;^ 
■

что если в Щ.4’1 и В ввести нормы соответственно: '/։= (4 — 
В— //)'/!, / :£)(.4 ') и / 2= R- / .= (R?)* уд, у В\ то, как легко 

видеть, В = О(А‘) и В станут полными банаховыми пространствами, 
причем Л* будет сопряженным к В.

। Пусть V' —линейный оператор, переводящий /Э(Д-) в В\ и та­

нкой, что (/, I £) = (^, I/), где /, £^О(Д-'). Мы должны придать 
естественный смысл возмущению Д оператором Г, т. е. определить 

I сумму Д։ = Д -Ь V.

I Рассмотрим билинейную форму, определенную на £(Д?):

I 1^1. (I)

1 
111о определению. О(АХ) совпадает с множеством тех £, ^~Э(А՛), 

для которых форма (1) есть ограниченный функционал в /У. Опера­
тор Д| определяется с помощью следующего равенства: /, =
= (/» -^1^), где Д։я //.

Фактически мы вместо Д рассматриваем его расширение .4, ко- 



герое определено также на О (А1), но со значениями из 5*:(/, Д^) = 

= (Д •/, (А՜)*^),/, g£D(A'1) = D(Ai)*). После этого берем А -|- V, 
1 А

но только на тех £ >■ О(А‘), для которых Д^4-
Легко видеть, что форма (1) симметрична, а тем самым симме­

тричен и оператор Дъ т. е. (/, А^) = (Аг/, g) при /, g£D^f-f1). 
Можно показать, что при любом 2^р(Д) справедлива формула:

Д, = (А - г/)-'(/ + /?} У/?/) (Д ֊ г/)Ч г/.

Отсюда следует, что для невещественных г

(Д.-г/)՜1 = R! (I + R! )- ’/?}.

Из формулы (2) следует, что для самосопряженности достаточно, 
1 1

чтобы оператор имел ограниченный обратный при некото-
_ 11

ром г и г. В частности, если /?;' У7&2 вполне непрерывный, то можно 
показать что при любом невещественном г существует ограниченный 

1 1 ,
(7 4֊ I . Отметим, что g£D(H) может принадлежать О (Нг) 
в том и только в том случае, когда \У^Н, т. е. есть ограничен­
ный функционал.

Следуя (1), обозначим через 5л(1</?<оо) банахово простран­
ство вполне непрерывных операторов К, для которых сходится ряд 
2 $/(£), где $(-(К) — собственные числа положительного оператора 

/ 1
(К'АУ, занумерованные в порядке убывания. есть класс всех вполне 
непрерывных операторов.

В 5/, нормы определяются с помощью равенств:
I

при 1 и । К - = । К |, где /\|— обычная норма оператора К.
Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть самосопряженный оператор Д и опера՝ 
тор V такие, что при некотором г0£р(Д)

(3)
Гогда (3) имеет место при любом 2^р(Д] и

Пт /?/!//??
г-г «о 
г02в

= 0, где

Аналогичная георема, где вместо условия (3) выполнено усло­
вие V (" 5Р, доказана М. Г. Крейном и И. Ц. Гохбергом. Следуя



операторы Д и Д։ назовем резольвентно сравнимыми, если при 
некотором г ֊ р (Д) и р (Д1) (Д։ —г/)՜1 —(Д—*7) Обобщая-ре­
зультаты из (3։ 4), М. Г. Крейн (2) установил следующее предложение

(7)
— ОО

Если А полуограничен, то можно выбрать ; (/-) так, чтобы

(8)

Сделаем некоторые пояснения к доказательству теоремы. Отметим, 
что резольвентная сравнимость и, следовательно, справедливость фор­
мулы (5) следует из равенства:

Если самосопряженные операторы резольвентно сравнимы, то 
существует с точностью до постоянного слагаемого единственная 

^измеримая функция ; (X) (—оо<Х<ос) та^ая, что

(г£р(Д)Пр(Д1), (4)

причем
ОО

—■ оо

Может быть доказана следующая
Теорема 2. Пусть А —самосопряженный оператор, I/ — one-

I 1
ратор, переводящий D(A') в В* и

R՝i VR] <&)

Тогда в формуле (4) функцию ; (X) можно определить с по­
мощью формулы;

; (X) = — Um arg Д (X 4֊ /е) -J- const, (почти всюду), (6) 
• ■Х г *0

где

△ (z) = det (/Д- R1VR-).
Для любого а^>0 7 8 

՝ l$(X)|f/X
1 +<։

Ж

— »

где
Г,- - (/ + R!i IR' )-՝R՝i V'₽? с S,.

Формула (6) получается из равенства:



(9)

где ; ('I — некоторая определенная функция, удовлетворяющая (4), а 
голоморфная функция 1п △ (?) (1т г > 0) определена так, что 1пД (?)= 
= о(1) при /щ?—*эс. Существование такой ветви 1п Д (?) следует 
из теоремы 1.

> При доказательстве (9) используется следующая
Лемма. В условиях теоремы 2 существует такая последо­

вательность конечномерных операторов (г/ - 1, 2, •••). дейст­
вующих в И, что при любом £^р(Д)

Пш
п -* ■*-

Для доказательства оценки (8) сначала предполагается, что 
1 1

т е. R:.а V/? Д > 0, где а > 0 (можно считать, что А > 0). Тогда 
^*-П—— > 0, 1пД(—а)>0 при любом и оценка (8) следует 

1т г
из՜ (9) и теоремы М. Г. Крейна (5). В случае произвольного V можно

I 
написать, что V' = 1՛’+ — V֊, где > 0, 1/_ >•0. причем 
+ в) £ 5, и я} У_/?/ £ а также (А + Г+ — И )՜’ V- (А + V., -

-- //) \5։, что следует из полуограниченности Д. Неравенство (7) 
доказывается аналогично и основано на теореме 1 и теореме И. С. 
Капа (в).

Оценка (8) точная, а именно: для любого А >0 и а>0 можно 
найти такой оператор I7 (даже одномерный), удовлетворяющий усло­
вию (5), что 
( ։ ,' <х

С 1 - I = ос
.) (НИ)1"

Отметим, что условия теоремы 2 выполнены, если V’— само- 
1 1 11

Сопряженный, £) ( V՜ )=э О(А ■) и I/-/?? ( Такие условия (в пред­
положении, что Д полуограничен) в других вопросах рассматрива­
лись в работе (7).

Теорема 3. Пусть А — самосопряженный оператор. 1/^*0
(т. е. (/?/)^^Д 0). Если некотором ?£р(Д)

и Д и Дх =• А ф- V резольвентно сравнимы, то функция ; (X) в фор­
муле (4) будет полу ограниченной снизу.

Если интервал (а, Ь)^(А), то в (а, Ь) Д։ может иметь са­
мое большое счётное число точек спектра (собственные значения), 
которые стремятся к левому концу.

6



В других предположениях аналогичные утверждения содержатся 
-в (’).

Следующая теорема в некотором смысле поясняет условие (5).
Теорема 4. Если выполнены условия теоремы 2. то (.41— 

— г!) 1 — (А — ?/) 1 при любом а > 0 и !тг > 0.
Эгу теорему в случае полуограниценного А доказал и рассказал 

автору М. Г. Крейн.
При доказательстве используется то, что /?г — диссипативный 

оператор при /т:>0 и применяются формулы для степеней дисси­
пативного оператора В. И. Мацаева и Ю. А. Паланта (в). Автор вы­
ражает искреннюю благодарность своему научному руководителю 
М. Г. Крейну за постановку задач и постоянное внимание.
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