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Плоская контактная задача для упругой четверть-плоскости с 
неподвижной вертикальной кромкой

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 12/У1 1963)

Исследованию плоской контактной задачи теории упругости по­
священо много работ (։՜10 и др.). Подробный обзор о плоских кон­
тактных задачах сделан в докладе Д. И. Шермана (12). Решение за­
дачи о давлении жесткого штампа, приложенного на горизонтальной 
границе упругой изотропной четверть-плоскости в предположении от­
сутствия трения, когда вертикальная граница свободна от внешних 
нагрузок, рассмотрено автором (։2).

В настоящей работе рассматривается задача о давлении жесткого
штампа, приложенного на части горизонтальной границы упругой 
изотропной четверть-плоскости в предположении отсутствия трения. 
Вертикальная граница предполагается защемленной.

Решение задачи представлено в виде интегралов Фурье. Опре­
деление коэффициентов интегрирования сведено к решению „тройных11 
интегральных уравнений (։з) и интегрального уравнения Фредгольма 
второго рода, причем решение „тройных11 интегральных уравнений 
сводится к решению дуальных тригонометрических рядов (1։՜15).

§ 1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о давлении жест­
кого штампа нормальной силой Р на 
часть прямолинейной горизонтальной 
границы (х = 0) упругой изотропной 
четверть-плоскости, когда вертикальная 
граница (у = 0) защемлена (фиг. 1).՜

Как известно, в плоской задаче тео­
рии упругости напряжения и переме­
щения могут быть определены посред­
ством одной бигармонической функции 
Ф(х, у). Решение бигармонического 
Уравнения, ограниченное при х —> оо и V
лено в виде
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Ф(л', у) = (Д (а) Д- ахВ (а)| е~” СОЗ (ау) -{֊

- (|С(?) + ?уО(?))е->֊51п(?х)</?. 

О
(1.1)

Здесь А (а), В (а), С(3) и £>(?) —функции, подлежащие определению 
из граничных условий при х = 0 и у = 0.

Используя обычные формулы, для напряжений и перемещений 
будем иметь

ЛО

I а2 |Д (а) 4- ьхВ (а)] е~лх СОЗ (ау) </а 4֊

О
30

+ рг |С(?) - 20 (?) + ?уО (?)) е-*> зщ (?х) 

О

Зу = | а-’ |Д (а) — 2В (а) 4՜ ($)] СОЗ (ау) г/а —
О

?г |С(3) + ?уО (?)] <-Зу 51п (?х) </?,
о

зо

<сху= — а2 И (а) — В (а) 4՜ ьхВ (а)] е~лх 31П (ау) </а 4֊
•7 и
ао

+ I ?' |С (?) - О (?) + № (?)| е-3>’ С05 (?х) </?.
О

ЛС

и — — 1 *((1 4- *) А (а) 4- (1 — у) в (а) 4֊ (1 4֊ V) лхВ (а)] е~*х СОЗ (ау)(/а — 

о
ж

-Г Г ? [ 1 + ») С (?) - 20 (?) 4- (1 + V) ?уО (?)]«-ЗУ С05 (?х) - аоу +*„.

■ (1.2)

у = — 1 а [1 + *) А (а) — 2В (а) 4֊ (1 4֊ V) ал В (а)| е~^х 31П (ау) б/а 4֊
£2 J 

О

+ (1 ֊ у) О (?) + (1 + V) ?уО (?)] е-Зу 51п (?х) </? +

+ а,х+ Со.
Так как при х—>оо и у—»оо перемещения и (х, у) и г>(х, у) 

должны стремиться к нулю, то следует в формулах (1.2) положить
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0=Ьо — со — О. Граничные условия в данном случае будут иметь вил

«х (0, у) = О 

"(О, у) = /(у) 
»х(0, у) =0 

^у(0, у) = 0 

и (х, 0) = О 
V (х, 0) = 0 .

при 0<у<а 1 

при а<СУ<С^ 
при Ь < у < оо 

при 0 < у < ос ՛

при 0 < X оо

(1.3)

(1.4)

Удовлетворяя условиям (1.3) и (1.4), получим
■х> 

г
а2Д (а) СОБ (ау) </а = О (0 < у < а),

’О

с©

Г ®![(1 4֊ у) Д (а) (1 — у) В (а)| СОБ (ау) с1ч —

<0

|’?((1 + *)С (?) - 20 (?) + (1 + V) 0уО (3)1 е-4֊՛ </? =. £/ (у)

I)

(а<У<*).
(1.5)

^а2 А (а) соэ (ау) = О 

О
эо

О

СО

+ Г?։ [С (?) - о (0) + руО (?)] е֊» <1'1 = О

О

1а|(Ц-у)Д(а) + (1-»)5(։) + (1 + -) »х В (а)| е “Л-
6

0 К1 + ’) С (?) - 20 (0)1 со։ (?х) </? = О (0 < х
• / 
о

оо), (1.6)

֊ »)0(8)| ։1п | ?х) (/0 = 0 (0<х

О

Используя формулу обращения Фурье, из (1.6) получим 
(1 + ’)С(₽) +(|-»)Л(₽) = 0,

Л (а) — В (а) = о г О (?) а?.
о
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<х>

ИО + ’)С(?)֊2О (?)] = ֊ 2

о
Подставляя (1.7) в (1.8), получим

/■>

0(> 2

о

16 | Т2Я(7)
О

2 (а2 - 
(«։ 4- Р2)2.

9

<*։. (1.8>

<{,« _ 7=)= б/т. (1.9)

Подставляя (1.7) в (1.5), для определения Л (а) получим три одно­
временных интегральных уравнения

СО

а2 А (а) соб (ау) dշ = 0
и
во

I аД (а) СОБ (ау) б/а = Л (у)
о

(0<У О),

(1.10)1

а2А (а) СО5 (ау) йг = О
о

где
во

£/(у) 2
7 ТУ֊ е О (7) й (1.11)'

о
Интегрируя (1.10) по у от 0 до у, получим

ос֊

о

М(а)5|п(ау) = (а<у< Ь),
и ь о

(1.12>

(а) 81п (ау) Л = 0 (& < у < оо).
о 

։де использованы обозначения
У у

Л*(») = ։Л(»); 9(у)= = —(/(у)</у +
2 «7О О



(1.13)

Задача о распределениях напряжений (0, у), возникающих в 
упругой четверть-плоскости под штампом, будет решена, если будут 
определены функции /А* (а) и /0(3) из „тройных*1 интегральных урав­
нений (1.12) и из уравнения (1,9).

§ 2. Определение функции А - (а). Имея р виду значения инте­
грала Вебера—Шафейтлина (1в)

Jin-! (ba) Sin (ya) da =

sin [(2/2 — 1) arc sin (y/b)\ 
У&'-'у^

О

V о

(У < b)

(y>b),
(2.1)

J?n-i (ba) sin (yet) 
a

da =

1__
2/i — 1

sin |(2/2 — 1) arc sin (y/b)]

b2n~x
>(2n- l)(y+/y3֊Z>2 2л —1

(У c b)

(У > b),

где Ji(x) функция Бесселя /-го порядка первого рода с действитель­
ным аргументом, функцию Л* (а) ищем в виде

ОО

Л*(։)= 2 Л?2л_։ (ft։). (2.2)
п -1

Здесь Дл не известные пока коэффициенты, подлежащие определению.
Тогда третье уравнение (1.12) автоматически удовлетворяется. 

Обозначив
9 1 X 04у = b cos —» а = b cos — • (2-3)
2 2

меняя порядок интегрирования и суммирования и пользуясь (2.1), 
(2.2), приведем первые два уравнения (1.12) к виду

Д 9/1 _  1у ֊^— cos —------  о = Ф (0) (0 < о < X),
2/2 — 1 2л • 1 . |

» оп_ 1
УЛлСОЭ-^—0=0 (>.<0<к), 

л 1

(2.4)



(2.5)

Такие дуальные тригонометрические ряды рассматривались в работах 
К. Трантера (и) и В. Ф. Шеферда (15). Используя результаты К. Трэн­
тера, получаем

Ап = 2; (0) $1п 4 л (1 — л) 51п3 - - I ($) X
2 “я)и

где

(2.6)

(2.7)

Здесь 5(а. 3; 7; г) — гипергеометрический ряд, С — постоянная. По­
стоянная С может быть найдена путем подстановки (2.6) и (2.7) в 
первое уравнение (2.4) при 0 = л (у = а).

Таким образом, коэффициенты Ап определяются из уравнений 
(2.5), (2.6) и (2.7), а функция Д(а) из (2.2) и (1.13) и выражается 
через [) (3).

§ 3. Определение функции £)(£). Из (1.13), (2.2) и (2.5) имеем
то

(3.1)
л* 1

Подставляя (3.1) в 1(,9) и имея в виду (”), что

Ьп-\ (М дл —
О

_ * (-пЖ
п2п; — I

(2л - 1) ’ 2
л

(1 - у) (^)г /2 2л 4-3 2 л —5 Ь2՛?2
(2л + 1) (2л—3) ' ’ 2 2’4

|де ргя (։,, р1։ 3,. •••, В։; г) — обобщенный гипергеометри
ческий ряд, получим
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₽ (»֊ 3) О (?)=-?- У (-1)"+14л 
К

~ 1)"+‘ (^/2);՞՜'
4 (2л —1)!

(?2 ֊ I2)
(3.3)

Согласно (2.5) имеем

У(в) = ֊
ЕЬ 6-- 51П —
4 2

О 51П — Ь-\ СО8
-Л со$ у

е О(1)сЕ{. (3.4)
и

Следовательно,

'/ 2 аге 51П ( н51П — ) =----- -и 51п —/ ( Ь I 1 — и2 51п2 —
I \ 2/I 4 1 2 \ Г 2 /

<

С учетом (3.5) перепишем (2.7) в виде

Считывая (3.6), подставляя (2.8) в (3.3), для определения функции 
п°лучим интегральное уравнение Фредгольма второго рода
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IV’(3) =Ж?) + А' (?, 7) ^(т)
VО

(3.7)

где введены обозначения
(3.8)

4(֊ 1)՞ 
к (՝2п — 1)

2д —3 £Т\
2 ’ 4 / +

_ (!-») (й?)2 г /2 
(3 - ») (2л + 1) (2л-3)’ *\

2—?
2

1

— п\ 2, 2; 51п2 

2£/> . 1Ч , з ------п (п — 1) $1П3 «Н п 4՜ 1, —Л; 2; 52 51п2 — ) X 
и

1 —Н251П2 —

о

ц2
^и. ds (3.9)

(3.10)
где

16

(3.11)

(^/2)2я՜*
(2/1—1)!

> (3 4>)(2п + 1)1^֊2֊^, ֊—• 2//; +
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_0-^( _ / _2£±3 _ 2п ֊5 . II
(2«+1)(2»-3)М 2 2 4/II

Для решения уравнения (3.7) надо доказать, что

1 |К(?. 7)1^7
о

(3.13)

Действительно, из (3.10)

\К (?. 7)1^7

си

7)^7 + 4(₽. 7)^7-
о

(3.14)

Произведя интегрирование таким же способом, 
в работе (12), получим

как это было сделано

Следовательно

(3.15)

•е

йш 7>м7<4+4<1’ <316>И ~ 2
о

3 функция £ (£) ограничена.
Решая (3.7) методом последовательных приближений и пользуясь 

'3.8), получаем выражение функции Р (3), следовательно, из (1.7) 
Икже и С(3). Подставляя полученное выражение для 7) (?) в (2.6), 
иайдем выражение для коэффициентов Ап. Подставляя далее послед­
нее выражение в (3.1), определим Л (а), а пользуясь соотношением 

1 7), также и В (а). Определив Д (а), В(ч), С(?) и £)(?), по фор-
Улам (1.2) определим компоненты деформаций и напряжений.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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ftitjijuihmung luGcuird bqrni) fiuuurq huirpnipjinG 
hmrp lpiGsuil|Miuj|iG |nGq|irp

tbpIfUl ш'futUinHjbpni 

hu/fftu^b bqpuiq^fa if p u»

мгЪ 4 ш p <f £, Ш j*it b*b faf ш q p П <_

qfamiuplf t[nLif ( ШП tu^qut fftu'b M iMpPn, fiju.l inp[,4„_
2inu4if"f[i ityiM faAtqpfa /nu^n^if p , kpp n I. q q ui iu j tu /,

p 2фпл Jp рш у ш (fW jn Lif Xrnuj'u Iu*bl(fappi p p П L if q ш —
mpiniupfib ncdbpfagi qfamut plftjh f k > i q fab Ш ff fa hnq^fag | ’]r kl'hqpfa

b/ip/pu/wji/wil t StaLpjhp ftbut bq[fw[‘blt[ijt inl.u^nlj: />Ъ tn h q p J оЛ< V "/»•>«///»дЪ
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fnL^ifui'hp։ l*1irf6 p Ifp np q uLnfa Ui b rffi ШI

4 ш UlU p nLf/lr L p U fl ll in h ifpit^nLlfp p L p tf Л 2 4
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