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О радиальном поведении аналитических эсфункций в круге
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Пусть О—единичный круг в комплексной плоскости г, 5—еди­
ничная окружность и Е—некоторое замкнутое множество точек на 5.

Обозначим через В класс аналитических в О функций, ограни­
ченных по модулю единицей.

По известной теореме единственности ограниченных аналитичес­
ких функций, если / (г) ф 0 в круге О, то из соотношения

lim / = 0 при 6 Е,
Հ-*1

следует, что mesR = 0 f1).
Если mes Е — 0, то всегда можно построить ограниченную ана­

литическую в D функцию, равномерно стремящуюся к нулю на ра­
диусах 0 при и г—>1 (2).

Обозначим
МЮ = sup |/(ге'9)|.

В настоящей заметке исследуется допускаемая скорость стрем­
ления к нулю функции р(7?) при R -* 1 для функции класса В, от­
личной от тождественного нуля.

Этот вопрос хорошо исследован для множества Е, состоящего 
из одной точки. Законченные результаты в этом направлении полу­
чены А. Л. Шагиняном (3).

Пусть р.(г) (р.(0) < 1)—действительная положительная функция, 
определенная в промежутке (О, I), которая, строго убывая, стремится к 
нулю при г —> 1. Пусть, далее, замкнутое множество точек на окруж­
ности 5 с нулевой линейной мерой и С$ Е—дополнение к Е относи­
тельно окружности 5. С$ Е — открытое множество, состоящее из ко­
нечного или бесконечного числа интервалов

(1 >
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'Jk 11 pH — 1» ֊»•**

Обозначим через В (и, Е) совокупность функций 
класса В, удовлетворяющих условию

| Г(гг'°) О (г) 
при 0 - Е и 0< г < 1.

Определим номер N(г) из условий

> 1-=֊Г при Л = 1, 2,-• ЛДг),

О* --FT՜ ПРИ ^>Лг(г)+1.

(2)

7(г)^0 из*

(3)

К)

Далее, определим 
дующим образом:

последовательность

при

при

положительных чисел

£ < ЛДг)

А? > 7V (г)

сле-

(5)

1 — г
4

2

Для функции из класса В(у.,Е) можно утверждать следующее:
Теорема 1. Для каждой функции из класса В(р,Е) имеет 

место следующее неравенство:

In 1/(0) |< 4-2 7» In

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть е** £Е и z0 = re1՝*, где 0<r<L

Если

(7)

Для оценки f (Г) । на окружности предположим. что

arg; < <р0, и рассмотрим полукруг 7 (г, z0): j |z — z0 < 1 — г; argz<?ol- 
I раница 7 (r, z0) состоит из полуокружности :J i z— z0|=l—C 
arSz C?o} и из отрезка J2: (z= \z\e1^ % 2r — 1 <|z| < 1}.

Так как f), т0 из (3)

1
н(2г֊1)

на
на

гак чго по теореме о двух константах (4) получим, что

/С) |н(2г ֊ 1(г. -г.)) (8)!
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при го! 2 > где <•> (С, Л, 7 (г, z0) — гармоническая мера отрез­

ка Л в точке С относительно полукруга *r(r, z0). 
Для таких С

0) G, Л, 7 (г, zQ))^~ [2 afctg 2 — I ], I • (9)

так что из (8) и (9) получается следующая оценка на окружности 
_ 1 — г

■» 4 о I в 9 •

l/(QI<[i*(2r-1)Г, (Ю)

где 0<а< 1—абсолютная константа.
| _  д*

Из (7), (3) и (10) при | z — z01 < ——— и ,z\ = r получим 4^

l/(z) I < Н (Н + 1г — z0 [р(2г - 1)1’ . J֊^<

Iх (И 4֊ |<р — ?о 4 [И (2г - 1)Г --  -- -- ------* (И)
где <p = argz.

Но так как In \f (г | — субгармоническая функция в Z), то для 
каждого г (0<г<1), учитывая (I), (II) и (4). получим

2я bk

In | /г(0)|<-^֊ ( 1п|/(п?'*)|^ = ~3 | lni/(r^>)^
2 J (*) J

0

4тд |ц(2'— О]* 
н(г) (1 — г)

Отсюда и получается доказываемое 
п (1 ■+- х) < х при х > 0.

Теорема 2. Если

неравенство. если учесть, что
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Пт Д(г) (1 — г) 1п у. (2г — 1) = — оо, (12)

то класс В (|л, Е) пуст.
Действительно, пусть 

нуля этой функции в точке
наоборот, /(2)£#(ц, Е) и т-порядок 
? = 0. Тогда функция

гт

будет принадлежать классу В (|1։, Е), 
следующим образом:

1

где функция |ах(г) определяется

1*1 (г) = |>(г) 
гт

(13)
0 < г < гх

гг < г < 1.

Здесь /^-корень уравнения н ('*) = '*”’• Кроме того, ?(0)^0.
Учитывая (4) и (5), из теоремы 1 получаем

1п;?(0)|< 9гЛ^(г) (1 - г) (г) 4- 2 [н(2г — 1)|’} =

ЛДг)(1 — г)1п2 —

(г) (1 - г) 1п г + А- У (г) (1 - г) Ш [1 +

Отсюда и следует утверждение теоремы 2, так как из (4) 

и из (13)
1п I 1 4_____НИ____ | ±

2г^։֊“)[и(2г — 1))’ ) "՝ 2 
при г, < г < 1.

Из результатов статьи (3), в частности, следует, что ни одна ана­
литическая и ограниченная в Е) функция, кроме тождественного нуля, 
не может стремиться к нулю на радиусах круга О при г—>1 со ско­
ростью 

при условии
Вт Р (г) = 4֊ ос. 
Г- 1

Этот результат можно получить и из (12). Если взять вместо Е одно­
точечное множество, тогда Л'(г) = 1. Следовательно,

Пт Л/(г) (1 — г) 1п |л (2г — 1) = Нт (1 — г) = — °°
г-1 ттг 2 И ~г) 
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и ПО теореме 2 эта функция не принадлежит к ^(р.,^), значит, она 
тождественно равна нулю.

Из (12) можно получить и следующий результат:
Теорема 3. Пусть

Н (г) = ехр

Для того чтобы В (р-, Е) не был пустым, необходимо и достаточ­
но, чтобы множество Е было конечным множеством.

Действительно, если Е состоит из точек 
трудно видеть, что функция

е /и}, то не

принадлежит классу В(у.,Е), чем и достаточность условия теоремы 
доказана.

Для доказательства необходимости предположим, что £—беско­
нечное моножество. Тогда, очевидно, 1։’т ЛДг) = 4- ос. Следовательно, 

г-И

- 1
Пт /V (г) (1 — г) 1п е ' г) = — оо 
г֊>1

и по теореме 2 класс В (р>, Е) пуст.
Интересно установить и следующее:
Теорема 4. Как бы медленно функция р(г) не стремилась 

к нулю при г-*1, можно построить на 5 такое замкнутое мно­
жество Е меры нуль, чтобы класс В (р., Е) был пуст.

Для доказательства этой теоремы установим следующую лемму.
Лемма. Для каждой положительной функции (г), которая, 

монотонно возрастая, стремится к -ф ос при г ֊>1—0, можно 
построить последовательность невозрастающих положительных 
чисел (6Д такую, что

1)

2)

ОО

I»

Пт (1—г) К (г) <р (г) > 0, 
/•-♦1-0

где V(г) определяется из (4) с помощью последовательности {о*}.
Доказательство. Пусть по = О. Возьмем номер настолько 

большим, чтобы

и ПУСТЬ
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Если номер 
большим, чтобы

Пь уже выбран, то возьмем настолько

и пусть

'~Чм ~ 2*+։ ’

Последовательность невозрастающих чисел (о*} удовлетворяет 
следующим условиям:

՝ * / л*±1 \ ~ 1
1 ) 5 = 2 ОЛ-Ь’/гд-ч.։= 1 ‘

/п = 1 Ы ՝1=пь 4֊1 * 0

2 ) при г»= 1 —-2Гр- имеем

Л’(г*)(1— г, )®(г»)>г։։ ■ ■ ՛ , ■ 2* = 4՜' 

так что
11т /V (г) (1 — г) ф (г) > 1-. 
г —* 1 £

Переходя к доказательству теоремы, возьмем функцию <р(г) = 
= [—1п ц (2г — I)]1» в условии леммы и построим последовательность 
чисел {о„ |0}, для которой

11т V (г) (1 — г) | 1п —- ------- — > 0.
} а (1г - 1)

Но тогда
11т /У(г)(1-Г)1п|1(2г- 1)в ֊ оо. (14)
г-1

> ЛС у
Рассмотрим промежуток V: 0 < V оУ по лемме у, о* 1 )и систему

Л • 1 к ~ 1 '
интегралов {(а*, ад, где

1) Ьь —

2) (а* , ^)а У Л=1, 2,---

■^) (О/, 6/) (а/, д/) = 0, если / /
и ПУСТЬ

= — у. (а* , ^).
*-1
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Из (И) и из теоре;։ы 2 следует наше утверждение 
множества Е.

относительно

Ереванский государственный университет

է- Մ- ՔեձէՅԱՆ

Տրչւսհու if ւս(ււս||ւտխ1| ֆւււհկցիւսՕԷր ji Giun шЦгрифб ւքւսրքի if uiufiG

հիղու ր Լ)֊Ն | 2 | Հ 1 շր^աՆՆ էք իսկ Տ~ը | 2 ! = 1 շր Հանաղիծր կոմ պլե բս հարթ «Լ- 

թ (ան վրաէ
Թող ^(ր)^ ({1(0) 1) էին ի մոնուոոն Նվաղող ղրակաՆ ֆուՀեկւյիա, որը ձգտում է

ւրոյի երր ր > 1, իսկ Ը֊ն' ղ ր „ չափի փակ ր ա ղմ ոսթ յո ւՆ Տ~ի վրա։
Ն շանա կենը /}* (յյԼ։ £)~ով միավոր շրհաՆոէ-մ միարմեը ան ա(իսփկ ք (2) ֆոլ_Նկցիս.-

\հր[, ղասը որոՆր բավարարում ևՆ
|/(ր^)| ֊4 H(r)

ան հավասարՈէ_թյա նԸ Կ՝ր e^gE'
ա^սատան^ում >ւ ե տա^ ոսւ լմ է ա ֆունկցիայի Ղ^ոյՒ

ԼՈ ։եւՒ արաղու-թյուՆրէ որի ղեպբու֊մ Ц (|1. է ) ղասը ղասւարկ չԼէ
թու յլա-
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