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К геории волны спиновой плотности
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Выяснение вопроса об основном и возбужденном состоянии си
стемы взаимодействующих электронов имеет большое значение для 
построения микроскопической теории металлов, ферро- и антифер
ромагнетиков и т. д. На протяжении нескольких последних десяти
летий этот вопрос изучался многими авторами. В частности, Блох (’) 
первый указал, что при низкой плотности электронов ферромагнитное 
состояние (когда спины всех элек'ронов ориентированы параллельно) 
обладает меньшей энергией, чем обычное состояние вырожденного 
Ферми-газа. Вигнер (2) и Пайне (3) отметили, что если учесть корре
ляционные эффекты, то энергия ферромагнитного состояния будет 
больше энергии вырожденного Ферми-газа. Однако. Ивамото и Сава
да (4) показали, что в приближении Хартри-Фока при кулоновском 
взаимодействии между электронами состояние вырожденного Ферми- 
газа все же не является основным состоянием.

Недавно Оверхаузер (зл) предложил в качестве основного состо
яния системы взаимодействующих электронов в приближении Хартри- 
Фока рассмотреть так называемое состояние волны спиновой плотное!и 
(ВСП)—суперпозицию плоских волн с волновыми векторами Л, £-4-ф 
и с противоположными спинами.

Идея Оверхаузера во многом сходна с основной идеей теории 
сверхпроводимости (7,в). Как՜ известно, в теории сверхпроводимости 
большую роль играет метод канонического преобразования П. Н. Бо
голюбова (8). В настоящей работе будет показано, что с помощью этого 
метода не только легко получить все результаты Оверхаузера, но и 
естественным образом можно обобщить теорию ВСП на сл . ։зй на 
•тичия кристаллической решетки. Кроме того, методом канонического 
"реобразования весьма удобно изучать коллективные возбуждения.

Рассмотрим систему из /V электронов, находящихся в периоди
ческом потенциале положительных ионов кристаллической решетки, 
вудем считать, что одноэлектронная задача для периода некого по 
Унциала уже решена. Для простоты рассмотрим сл\чай, когда
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ется один валентный электрон на каждый ион и будем предполагать 
что в результате вваимодействия между собой электроны не перехо
дят из одной юны в другую. Многда гамильтониан системы в пред
ставлении вторичного квантования может быть записан в виде:

Л,։
• ■

*1°։ Л2<7։ /?։ И)

где а., и к»—Ферми-операторы порождения и уничтожения одноэлек-
тронных состояний (блоковских волн), 

обладают следующей симметрией:

матричные элементы

кхк2.к2 к1к1,к1 к2 £։ А2, к1/г1

Во второй сумме гамильтониана (։) + А2 — А'—А.’= 2^0, где б —
вектор обратной решетки.

Волнам спиновой плотности соответствуют операторы вторичного 
квантования Ь, которые связаны с операторами а соотношениями

ЛА0 = С05 Ьлак * 4- Я1П ,
(3) 

/>*։ = Н п • — соз Ькак. р ।,

где и (4 некоторые параметры, которые определяются из условия 
минимума средней энергии.

Легко видеть, преобразование (3) является каноническим. Поэто
му новые операторы Ь также являются фермиевскими.

В качестве основного состояния будем рассматривать состояние 
|0>, для которого имеются следующие условия:

^о!О>=О Для 0>=0 для А* А;

Ьк\ | 0 > — 0 для всех А. (4)

Здесь область А в А-пространстве является совокупностью двух об
ластей—области Да, ограниченной поверхностью Ферми, и области 
А$, полученной из Аг сдвигом на вектор — (?.

Из соображения симметрии будем считать, что вектор (4 направ
лен но одной из осей симметрии. Относительно величины (4 заметим, 
что в предельном случае выключенного взаимодействия основным со
стоянием системы должно быть состояние вырожденного Ферми-газа. 
Это соответствует решению: 0* — 0 в области А/-, и тс/2 в области 
ДЧ. При этом величина (4 должна быть такой, чтобы области Аг и 
А(/ соприкасались (например, если поверхность Ферми является сфе
рической, то равняется удвоенному ее радиусу). В случае же 
неисчезающего взаимодействия значение (4 несколько меньше, так что 
имеется небольшое пересечение двух поверхностей Ферми (фиг. !)■

Среднее значение энергии по состоянию, определенному усло
виями (4,) равняется:
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Af-'Д
(£fecos=6* + Ек+Q sin16*) -

(2yV) 2 (м։ cos2 0*։ cos’6*,-f-*1, kt£A

2Vkj,t+Q, cos 6*։ sin 6*։ cos 6*։ sin 6*, 4

Jr *i+Q*։+Q, *t+Q*f+Q sin2 6fc| sin" 0>։), (5)

Для стационарного решения вариация средней энергии по 6* долж
на обращаться в нуль. Эго приводит к уравнению минимизации

(—Ек 4՜ Еь+q ) sin 29* f-/V 1 2 (Vfct՛, **• sin 26* cos’ О*- —
*6A

-Re V **• + <y, k-rQk՛ cos 26* sin 29k՛— ^h-qa'+q, k-w~qsin 26* sin* 0*՛ )=0. (6)
Уравнение (6) можно записать в виде

(—s* s*-tq) Sin 29* 2g* cos 26* = О, (7)

где sa. = £* —;V ' 2 V**-,**'COS26*-։

A'&4

£*+Q = Ek+Q
>’рД

V A+Qk' Q. к * Qk Q Sin : 6*',

g* = /V 1 2 Re Vaa +q.a+qa sin6* cos 6*-.
*'€•4

(8)

(9)

(10)

Спектр одночастичных возбуждений в ВСП вычисляется как
жачение энергии по связанным одночастичным состояниям:

** 4-
Ем = ( ЬмН Ько СВ для k Q А

= ( bkQ Н bko > св для k ( .4
~ +
Ek\ = < bki Н ЬкХ ) С1, для всех А’.

В результате получаем • •
£*о = е* cos2 0* 4 e*+(?sin26k gAsin26*

^ki = е* sin2 6* е*, qcos2 0* 4- g* sin 29a .

^*՜՝ Фиг. 1. Область А в 

k-пространстве.

Заметим, что Ek0 и Eki удовлетворяют уравнениям

E* — (e* ~h 5fc+<? ) Ek 4՜ (e»e*+Q gp — 0- 
Поэтому

E/ti - О* 4 sa+q)/2 — I (eA — £*+Q ) 4 g> •

(13)

(14)

Отсюда видно, что g имеет смысл минимальной щели между 
1вумя ветвями в спектре одночастичных возбуждений.
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Из (12), (7) и (10) получаем, что уравнение минимизации экви
валентно уравнению

Л*
-Q. * t-Q*' С (151

или

Re V fek' + Q. fc+QA' (16)

= .V՜1

Заметим, что при выключении взаимодействия уравнение (14)
имеет лишь одно тривиальное решение gk = 0. В случае же неисче-
лающего взаимодействия существует еще нетривиальное решение 
Оно отлично от нуля в окрестности точки пересечения (&0) областей 
Лр и и переходит в нуль вдали от нее. Для получения явного 
вида нетривиального решения мы заменяем матричный элемент V по 
стоянной величиной 7, а параметр аппроксимируем постоянной £ 
вблизи &0 на расстоянии Л и нулем вдали. Вообще говоря, пересече
ние областей Ае и может быть в нескольких точках, и эти точки 
могут оказаться неэквивалентными. В этом случае для каждого типа 
неэквивалентных точек мы должны ввести параметр gi. Для g^ мы 
получаем из уравнения (16) систему трансцидентных уравнений. В 
простейшем случае, когда области Ае и А$ пересекаются в одной 
точке или все точки пересечения являются эквивалентными, мы по
лучаем явное выражение для g:

g = aZ,/2sh (8я3и/7$), (171
где • 

Н = — (Q'Q) grad ^h, = Q֊/2),

S—поперечная площадь области йересечения.
Разность энергии между решением (17) и тривиальным состав

ляет: I

и является отрицательно определенной.
В частном случае свободных электронов, когда кристаллическое 

поле отсутствует, мы имеем • •

1 k.ft. —
l-es = Л' 4тсе- (191՛

(/?х 4- -к3 £4 = 0). Легко видеть, в этом случае из (5), (6), (НК
(16) непосредственно получаем все результаты Оверхаузера (в).

Нам остается еще исследовать вопрос устойчивости состояния^ 
ВСН. Для этого мы рассмотрим вторую вариацию средней энергии (°) 
В простейшем случае имеем
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к
.1 oh,.)֊ — v cos2

. 9 (201

где
/(Л) = (- Л* сое 20* — соч2(6* —6,1.

ь՛
Используя уравнение минимизации (7), нетрудно записать 
Г (к) в виде

/(Л) = 2^ /5т20.. <I
Приводя квадратичную форму (20) к диагональном} 

приходим к уравнению

(21) 

функцию

(22)

виду, мы

(ш yV. cos 2(6*- 6*)56* =0. (23)

Уравнение (23) решается просто. Пусть

Vcos2e*-36*- С„ У sin . = С.,. (24)

Тогда для Сх и С2 получаем линейную систему однородных уравнении

cos2 2(1* < sin 20*-cos 26* 
- .»֊ Ж ~

sin 26*-cos 26*
<» - /(А')

sin- 20* = 0. (25)

Для того, 
уравнений (25).

чтобы существовали нетривиальные решения системы 
необходимо и достаточно, чтобы ее детерминант рав-

ня лея нулю. Это приводит к уравнению для определения <•>:

7՜ и> т (#)
, *» 

— •' •*4
10

sin2 20*՛ eos229* /26)

Когда взаимодействие мало, мож-
'■ но пренебречь членами порядки 

выше. В этом случае мы имеем 
ближенное уравнение:

72 и 
при-

1
“> ֊ f(k)

(27)

Общий вид функции ®(и>) пока-
. зам на фиг. 2. Пересечения прямой

с графиком функции <р(ш) дает
корни уравнения (27). Мы имеем Л I

н области положительных знз-

1
тений ։о. Кроме того.

Фиг. 2- Графическое решение ха
рактеристического уравнения (27) 
1ля собственных значений второ։։ 
вариации средней энергии. Пунктир
ная кривая—правая часть уравне
ния (26), учитывающая члены по

рядка 1։.

։ ?,0)= '-Ж

Поэтому существует спи 
1иРованный корень

; ։по = 0-

ОЛИП

(2b)

изо-

(29)
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Для малых вторая сумма в правой части уравнения (26) по
ложительна. Поэтому при учете членов порядка ]։ изолированный 
корень (29) передвигается в область положительных значений ш 
(фиг. 2). Таким образом, мы убеждаемся, что все собственные 
значения о>4 квадратичной формы (20) положительны. Следовательно 
вторая вариация средней энергии (20) является положительно опре
деленной, что означает устойчивость состояния ВСП.

Автор выражает свою искреннюю благодарность академику Н. Н. 
Боголюбову за указание темы, С. В. Тябликову и В. В. Толмачеву 
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ՅԱՆ ՇԻ

<Խ|իքս1էիհ խլության нЬшц թյաճ t|briup երյսւ(

1‘ոդոլ (ուրովի կանոնիկ ձևափոխութ յունների մեթոդով դիտարկվում Լ սսյինային խտության 
ալի րի (ՍԽԱ1 վիճակր վա/սադդոդ Լյ ե կ տրոհներ ի համար րյուրեդային դան դի ւդարրԼրակահ 

դաշտում I Ցույց Լ տրւիսւ), որ IIԽԱ վիճակր միշտ ավեյի ւիորր Լնե րդ իա ունի, րան այլասեր

ված ֆերմի-դադի սովո րական վիևակր եք որ նրա մ իք ին էն ե րդ իա յ ի երկրորդ վարիացիան հան
դիսանում Է դրա կանո րԼն ո րոշված մեծոէթյուն, Վերքին հանդա մանրր ցո*յց է տալիս, որ Սեււ> 

վիճակր կայուն է է

Л и T և Р А Г У Р Л — Դ Ր tUl Ա Ն II հ Г Տ II Ւ Ն

* Ф. Блох, 2 Physlk, 57, 549 (1929). г Вигнер, Trans. Far. Soc. 34, 678 (1938). 
Д. Пайне, Phys. Rev. 92, 626 (1953). ’ Ф Ивамото, Савада К. Phys. Rev. 126, 88- 

(1962). 5 А В. Оверхаузер, Phys. Rev. Lett. 4, 462 (1960). e А. В. Оверхаузер 
Phys. Rev. 128, 1437 (1962). 7 Дж. Бардин, Л. Купер, Дж. Шрифер. Phys. Rev. 106՛ 
162; 108, 1175 (1957). • Н. И Боголюбов, В. В. Толмачев, Д. В. Ширков. Новыр 
метол и теории сверхпроводимости, Изд. АН СССР, 1958


