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Кручение призматического составного стержня с тонким 
усиливающим покрытием в условиях нелинейной ползучести

1 (Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 17'У 1963)

- § 1. Постановка задачи и основные уравнения. Рассмотрим
призматический стержень, составленный из различных призматиче
ских тел. Допустим, что вдоль боковой поверхности и поверхностей 
продольных отверстий стержень по
крыт тонкими усиливающими сло
ями (фиг. 1).

Пусть толщины усиливающих 
слоев пренебрежимо малы по от
ношению к остальным размерам 
поперечного сечения и радиуса кри
визны контуров этих слоев.

Рассмотрим один из этих 
слоев. Область покрытия обозначим 
через О);. Допустим, что грани
чит только с одной из остальных 
областей, которую обозначим через /Л. Линию раздела О* и 
О/ обозначим через Д*/, а контур всей области — через £0 и Ао.

Для области Эк введем координатную систему 5 и п, где 5 
длина дуги линии раздела Л*/, отсчитываемой от произвольно выбран
ной на ней точки, а л — длина нормали к £*/, направленной в сторону 
)бласти Ок. Эту координатную систему можно считать прямолинейной 
и ортогональной.

Допустим, что материал покрытия не обладает свойством ползу
чести.

Поместим начало прямоугольной системы координат х, у, г в 
некоторой точке области направив ось г параллельно её обра
зующим.

Здесь к и I принимают значения, соответствующие покрытиям и 
смежным областям поперечного сечения стержня.

Согласно недавно опубликованной работе решение рассма
триваемой задачи приводится к определению непрерывной в области 



поперечного сечения стержня функции напряжений Ф (л, у, 0, удов
летворяющей в области О[ нелинейным интегро-дифференциальным 
уравнениям
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Здесь А оператор Лапласа по 
времени, — возраст материала

переменным х и у, 7 — координата 
в момент приложения нагрузки.

С/(2, т) — мера ползучести материала области /Э/, (Л (2)— модуль 
мгновенной деформации сдвига материала соответствующей области 
6/, £։ (в/>(/)] — некоторая функция, характеризующая нелинейную за
висимость между напряжениями и деформациями ползучести для дан
ного материала, соответствующей области 29/, нормированная усло
вием £ (1) = 1, 6(2) —угол закручивания на единицу длины стержня 
в момент времени з(/Ч0 — интенсивность тензора напряжений, име
ющая следующий вид .

з</Ч0 =

о = о (з) — толщина покрытия, а Ск(/)—значение функции напряжений 
на той части контура области которая граничит с Из функ
ций С/г (0 только одна может быть выбрана произвольно, остальные 
должны быть определены из условия однозначности компонентов пе
ремещения при помощи формулы Бредта I2).

Так как материал покрытия не обладает свойством ползучести, 
то основное уравнение (1.1) для области примет следующий вид

д֊А>
дз2

Ь ±5* = -2С»в(().
дп2

(1.6)

Как известно (3), в уравнении (1.6) можно, пренебречь производ
ной по 5 и заменить (1.6) уравнением вида

= -20*0(0. (1Л
дп-
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Интегрируя это уравнение, находим

Ф* = 6*0 (п л2 *
где В։(О и — произвольные функции от /. 

Из (1.8) и (1.3) непосредственно следу

(1.8)

ЧТО

в, (/) = <*■ £>
дп /Л(0 = Ф; (5, о, (). (1.9)

Тогда, используя (1.2), (1.9) и (1.4), из соотношения (1.8) 

о, (оф, — б։с, (оМог2фо,— ' г_ 
дп

получим

дп
— в.с, (/)б

!

‘I

<*Ф,(-) ас, (/.и .—-------------- а
дп <л (1.10>

на Ькг
§ 2. Решение основного интегро-дифференциального уравне

ния (1.1). Положим, что Ъ (з'1) имеет вид

Л/ (а/') = а, -ф (а/’)” ’ (/и>1), (2.1)

где ар т — постоянные параметры, определяемые из опыта.
Как известно (4), экспериментальные исследования показывают, 

что степенным законом вида (2.1) достаточно хорошо описываются 
кривые ползучести для ряда материалов. Одновременно опыты пока
зывают, что является малой (8/< 1).

Малый параметр р/ для первой области 1){ обозначим через 3. 
Допустим, что В/ выражается через 3 следующей формулой

3/=М, (2.2)
где X/— постоянное число, определяемое из опыта, причем к։=1.

Тогда, если, следуя работе (2), выражение (2.1) вносить в (1.1), 
предполагать, что 6/(?) = 6; =соп$1, затем решение полученного не
линейного интегро-дифференциального уравнения представить по сте
пеням малого параметра £ 

по
Ф, (х, у, /) = ф)°> (х, у, 0 + 2?? ф)” (.V, У. О (2.3)

р — I

и приравнивать коэффициенты при одинаковых степенях 3, то полу
чим рекуррентные линейные ингегро-дифференциальные уравнения. 
Решения этих уравнений будут (4)

ДФГ(Л = -2С,у„ .,())• (2-4)
I

Дф’*'(О = ф| ((х, у, О-)»/ I 11.,(л- ■՝'• •• ։>)^. (2-5>

ъ •
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где R/ (Л ", */ ) — резольвента линейного интегрального уравнения 
Вольтерра с ядром К; (Г -0.

I 

к , (/) = О (Л -։, [ 
* • э 1 I (2.6)

К|(0 = 'м, (ф!1") к, а.

м, (Ф՛,01) =
дх

<0> 4

** - _ ________ -»

<Ъ’ <*У
(2.8)

Если принять, что мера ползучести материала области /Л опре- 
деляется зависимостью

-•(( «-0
(2.9)

где .41. /, Со. /, 7,. некоторые параметры, определяемые из опыта, то 
резольвента RI , ", а/) определится следующей формулой

", */) = 7/֊ < (*) тЬ [< СО -I < 0) — Ът4(х)1 X

Т)(А )(1х
дх. (2.Ю)

Здесь

1 307 аг (2.И)

Значения Ф/0’, Ф/11,--- будут последовательно определяться пу
тем интегрирования полученных рекуреитных линейных дифферен
циальных уравнений, при этом полученные решения должны удовлет
ворять условиям (1.2), (1.3) и (1.10), причем (1.10) при (2.1) примет 
следующий вид

6/Ф1 - С*С/0(/)о֊
дп дп

(")
дп

где ^/ (Ф/) = дфг \2 2

(2.12)

(2.13)
т ֊ 1
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В выражения Ф'Л. ф'Д ф?>,... буд„ ВХОД11ТЬ неизвестная ве1п_ 
чина 0(0- Для ее определения нужно значения Ф/0) ф}։) ф<2> ПО1 
ставить в выражения крутящего момента и оттуда определить’6 (/)/'’

§ 3. Кручение круглого стержня с усиливающим покрытием 
В качестве приложения вышеизложенных результатов
чение круглого стержня с усиливающим 
крытием (фиг. 2).

по-
рассмотрим кру-

Фнг. 2

Область поперечного сечения, соответ
ствующую усиливающему материалу стержня, 
обозначим через а область, соответствую
щую основному материалу, - через /Л: Мо
дуль мгновенной деформации сдвига мате
риалов областей и соответственно обо
значим через 6\ и 62. Допустим, что .мате
риал в области Юг обладает свойством ползу
чести, а в области 7), материал является уп
ругим.

В силу исеьой симметрии функция напряжений Ф в данним сл\ -
чае будет зависеть только от г и /, поэтому основное интегро-диф
ференциальное уравнение (1.1) и контурное условие '2.12) примут 
следующий вид

АФ (^) — а | Аф (т) к Ц, у) | Л1 |<1> <->| А (7. х) (1՜ -26.6(0(3.1)

6.>Ф֊616։0(/)Йг | об ОФ

— $6 6 !а С Т■ - /< (/, т) д*. |
л | ■ %

.» <*»"
где

г/Ф (т> 
дг

т
К(С с) г/т = 0, (3.2)

ДФ(/) =
/Лф

дг*
1 <>Ф 
г дг

(3.3)

/И (Ф)
ч дг

•I д 1 /О'Фх'" 
г \<7г ՛ (3.4)

Решение уравнения (3.1) ищем в виде ряда (2.3). Подставляя
12.3) в (3.1) и приравнивая коэсрфициенты при одинаковых степенях
л получим рекуррентные линейные интегральные уравнения-

В этом случае, если удовлетворяться только первыми двумя 
приближениями, то решение нелинейного интегрального уравнения 
(3.1) можно представить в следующем виде

АФ (г, 0₽2ОД,(Л т։) | ₽(/п 4-1)6Т‘ "1)-г
/

4-а х,)/?(/, х, з)^]4-О(р2), (3.5)
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где
<•

/7„(Л -,) = ֊0(О-։р)|-|₽<7, т, 1><Л.

*1

Г

1

Решение дифференциального уравнения (3.5) буд<т

ф(г, = С, (о !п г 4- С. (О 4- —XI (о г-.
4 

где

О 
т ! 1

(3.6)

(37)

(3.8)

А([) = 26., Н„(г. т։)

(3.9)

С։(Г), С2(0 произвольные функции интегрирования. Из условия 
ограниченности функции напряжения Ф(г. /) к области £)2 непосред
ственно следует, что С, (/) = (), Подставляя (3.9) в выражения кру
тящего момента Л/, определяем значение неизвестной функции С2(/). 
Тогда функция напряжений Ф(г, /) примет следующий вид

/
֊ а (х, х։) /? (✓, г)с1х • (3.10)

• * 
* 

1

/Тля определения '։) воспользуемся условием (3.2), кото
рое в данном случае, при пренебрежении члена, содержащего мно
житель о-’, но отношению к остальным членам, примет вид

Г

//<,7. -։) ֊ «,а^А/е(т, 1
• • 

Г
— Зс’։ (н։(х. х)«/х

Г 
/э

-и, ро։я„(-. -,)« '^GTa՞'H^. г|^ = /„ (3.11)
•» 
•I
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где

/

Н2 (6 ч) = Нх (£, т,) ֊--а Нх -։) R (1, -., а) с!'.
а'
*
* I

(3.11) представляет собой нелинейное интегральное уравнение отно
сительно /^0(Л Ы. Если к этому уравнению применить вышеизложен
ный метод решения и удовлетворяться только первыми двумя при
ближениями, то для неизвестной функции А/о(/, получим

Нп(1, ^) = /։В0(Г, ч) +

/

+ Р В,(<, -,) -.-ар | В, I, О (Г). (3.13)
ч

4десь для С (Г, т) принято выражение (2.16) и введены следующие 
обозначения

50(Лт։) = 1 - ЗС։«га1( — -(֊ С„')Ф(г,Л р)-Ф(гл, Р) 
\ * /Г]

Г1 = т(1 гЗб2аС0),

= -ЬгН'г1^, <3 |4>

№”е. г,)=/дс. ч). 
г 

нГа, = Ив»е. -,»|т 
I'

= яГ’(/, г,) + х - ։)^֊
<• - I
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Следовательно, значение /7П(/.-J известно. Остается определить vro.. 
закручивания 0(Л). Для этого нужно решить интегральное уравнение 
(3.6). Решение этого уравнения будет

t гъ
= — H0(t, м) — а /УО(Т, -։) K(t, ~)dtr (3.151

*1
так как R (X. -, а) является резольвентой ядра А*(/, т).

Таким образом, функцию напряжений Ф(г, О можно считать 
известной. Продифференцировав (3.10) по г. найдем выражение каса
тельного напряжения.

Hhcthtvi математики и механики 
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Մ- Մ ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ

Ներկա* աշխատանքում քննւսյւկվում / ուժեղացնող ր կ ծածկույթ ունեցող րաղւսղր {այ

11ւժԼէ]սւ<յնւււ| թարսւ1{ ծածկ ու.յթ ուհեցոպ <|ւու|ւո|սւս1|ւսհ որաւ1*ագծա| 
քսւղսւզրյսւ| ււ|րի<|մ*ւսւաձև ձււէ]ի «ւ|ու*(ւււքթ ւ։յ զծւսւիհ ււ«ւ«|քի սյսւյւք*անհեւ՚ա ւք

տ ր ա

ւղրիգմայաձե ձողի ո քորման խն գիր ր է ^րր հաշվի ե ն ա ոն վ ո ւ մ նյութերի ոչ գծային սողքի Հատ- 

կութ յոլններր ե ակնթարթային ղեֆոր մ ա ց ի ա յ ի մողոպի ւի ո փ ոխ ա կան ո ւթ յո ւն ր է

Այս խնղրի լուծումր գծային սողրի գրվածքով ուսումնասիրված / ('ձյ աշխատանքում:

Քննա րկվ ող խնղրի /ածման մ ա մ ան ա կ, որպես հ ի մնա կ տն ֆ ի գի կա կան հիւգոթեգ, ընդունվում 

Լ ( I յ աշխատանքում չարա գրված ոչ գծային սողքի տեսությոլնր' նյութի ծերացման հաշվս֊ 

ոում ով։

ւնտեգրո -

ներր։ Ստացված հ ա վ ա ս ա ր ու մ ն ե ր ր քածեքոլ Համար օգտագործվում / փոքր պարամետրի մե 

թոգր, որր գարգագված է (ծ) աշխատանքում:

Որպես օրինակ քնն ա ր կ վ ո է մ Լ ոլմե գացնող ծածկույթով րագաղրյալ շրշտնային ձողի պոր 

մ ան խն ղի ր ր։ #

ղ ի ֆ ե ր ե նցիւոլ հ ավ ա սարում -Աշիէա տանք ում ստացված են խնղրի ոչ գծային սողքի )
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