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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

П О. Галфаян
Об изгибе защемленной прямоугольной балки

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н X. Арутюняном 17/У 1963)
Известно, что классическое решение задачи об изгибе консоль

ной балки прямоугольного сечения обладает существенным недостат
ком: граничные условия в заделанном конце выполняются точно толь
ко в средней точке сечения. Более точно удовлетворяются гранич
ные условия в заделанном конце в работе (г), где на заделке удов
летворены весьма смягченные условия, именно: «=0, V = 0 в трех 
и пяти точках на краю х = 0. Очевидно, что распределение напряже
ний вблизи места закрепления консоли будет зависеть в таких усло
виях от самого способа закрепления.

В настоящей работе приводится решение смешанной плоской за
дачи теории упругости для прямоугольника. Стороны у =0 у = // 
свободны от напряжений. На конце балки х — I известны касатель
ные напряжения; на этом конце нормальные напряжения равны нулю. 
Другой конец балки х = 0 предполагается заделанным, т. е. во всех 
точках края х — 0 имеем /г = 0, V = 0.

Функция напряжений рассматриваемой задачи представляется в 
виде рядов Фурье. Для определения коэффициентов разложений полу
чены бесконечные системы линейных уравнений. Доказывается, что 
полученная система квазивполне регулярна и имеет ограниченные 
сверху свободные члены.

Подобные методы решения плоской задачи теории упругости для 
прямоугольника были применены в работах ('՜5).

I. Функция напряжений Эри при отсутствии массовых сил удов
летворяет (”) дифференциальному уравнению

(1.1)

ВнУтри прямоугольника 0 < х < /, 0֊> у < А.
Напряжения через функцию Ф выражаются следующим образом
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й’Ф 02ф даФ
°у = Тх՜ ' Т'гу“ ~ (1.2)

перемещения определяются соотношениями

(1.3)

Здесь Е —модуль упругости, V—коэффициент Пуассона, а, Ь и с֊по- 
стоянные, которые определяются из условий и (0, 0) = и (0, А) = 
= т»(0, у) = 0.

Рассмотрим плоское напряженное состояние прямоугольника, на 
контуре которого выполняются следующие условия

С¥(Л, 0) = тжу(х, 0)=Оу (х, А) = тху(л, А) = 5Х(/, у) = и (0, у) = -и(0,у)=0

(1.4)

Функцию напряжений ищем в виде

Ф (*, у) = Дху 3֊ V |Д*сЬа*у 4- Вк бЬ ак у 4֊ а* у (СасИоц у 4֊£)А$Ка^)| х 
А -I

-X-
•ч СОБ а* Л' V [£ь сИ 4- Л бИ ?дл4֊^х(С\сЬ Рлх4֊Л/а бИ рАх) 81 п ^у, (1.5) 

где

а, = (2* _ 1)-Л., ₽։ = -у֊, 0<х</, 0<у<Л. (1.6)

Используя граничные условия (1.4), после некоторых преобра
зований для определения неизвестных коэффициентов а, Ь, с, Д, 
Д* •> получаем соотношения

" , , 2 Д / я* Л \а=2Е'Ьо' Л=°’ г = -£у^(с*+)зЬа, А,
А “ 1 • /

л = ~2. А" = 0, —«*А(О» + С*-с(Ьа։Л), (17)

4՜ А/* • $.1 • И13 I Л ц

и бесконечную систему линейных уравнений

~ 2 аръ՝ 2ь 4՜ 2 ЬрЬ . XV* 4- гпр ,
"* I *3» А — 1,3,
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3- V 5ьр/,/-1 _ $Ь?,/ 1
'' — 1 ; •' сь ?р /

2В/ 
+<г1Ч'-

։Ь?р/+ 1 
ей?/

$11 3 / — 1
-йд- сЬ в/ ։й ?, /•

(1.13>

2. Совокупность бесконечных систем- (1.8) квазивполне регу
лярна.

Для суммы абсолютных значений коэффициентов уравнений пер
во։! бесконечной системы (1.8) при р нечетном будем иметь

Здесь к р и кр нечетные числа, определяемые из следующих нера' 
венств
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Из формул (2.2) получим

при всех нечетных к /?° 
р՝

(2.2)

при всех нечетных £</?'.
р

(23)

Из (2.3) и (2.4) легко заметить, что

(2.4)

(25)

В силу (2-5) для выражения (2.1) будем иметь

> *!, •

Оценки (2.7) получаются при помощи формул для приближен
ного интегрирования (а).

Из (2.6)֊ (2.8) и (1.13) получаем

Иш (л>, >) = “ 4֊Л (')»

где ՛ • •



о агс!$՝'о - агс1б*х—

(2.10)
Расчеты показывают, что

Для производной функции (*) имеем

агс1д *0 + агс1£ V! - (2.12)

Обозначим
(2.13)

Тогда

(2.14)

Следовательно,

(2.15)

1 — V

На основании (2.12) и (2.15) получаем
( О < 0 при 0 < > < 0,5 (2.16)

Из отрицательности /՛ (V) следует, что функция /г(*) монотонно 
убывает, а из (2.11) получаем, что она меняется в пределах от 0,5 
до 0,3. Поэтому функция /։(*) получает свое максимальное значение 
при * = 0. Следовательно, 

СО ЛО 2
2 1^.1 + 2 | + 1.1366. (2.17)

1г-1.3, 6 — 1,3»

Оценки для' сумм абсолютных значений коэффициентов осталь
ных уравнений (1.8) при р нечетном получаем аналогичным образом

ЛО ло <2

2 |1>*|+ 2 I</,»։< —+/;пэх(՝)<избе.
»-2Л »-2.4.

оо 2
2 |еР»|«7-+ /?■-(՝) <0,7535. 
6=1
оо

21 Я,« I < — + /г (’) < 0,7535. 
6-1

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Подставляя из первых двух систем (1.8) Хр и Ур в следующие 
системы, получаем новую систему для Хр и

00 / *» ЛР . ОО

= 2 ерк ( У| а*п • Хп 4- V ЬМп • №л 4֊) 4֊ V ерк • тк -|- гр
ь ՛ 1 п ։ ,з, л «■ 1 ,з# & * I

(Р = 1, 3. 5, . ) (2.21)
Г»=3^*( 2 «*. 2»+ 2 )+2+«,.

4-1 ՝п —1,3, л-1,3, / *-1
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Для сумм абсолютных значений коэффициентов системы (2.21) 
будем иметь оценки

л-1,3,л 1.3.

< 0,7535՛ 1,1366 = 1 — 0. (2.22)

где
0< 6 = 0,1436 при 0<ч<0,5. (2.24)

Аналогичные оценки получим для 
нечной системы для X,, и Ур.

сумм коэффициентов беско-

Точно такие же оценки получаются при р четном.
Нетрудно заметить, что свободные члены бесконечной системы 

(2.21) будут ограничены сверху и имеют порядок не ниже, чем р~х, 
если внешняя нагрузка удовлетворяет условиям Дирихле.

Таким образом, решение рассматриваемой задачи сводится к 
отысканию значений Хк и определяемых квазивполне ре
гулярной системой бесконечных уравнений с ограниченными сверху 
свободными членами.

Квазивполне регулярность бесконечной системы (1.8) вместе с 
ограниченностью свободных членов (1.12) позволяет определять иско-
мые коэффициенты разложения Ф(х, у) (1.5) с любой степенью точ-
ности (՛). А при помощи этих оценок определяются верхняя и нижняя 
границы для напряжений <зх, ау, тху и перемещений и и V.

Отметим, что в случае, когда продольные кромки прямоуголь
ника у = 0 и у = А не свободны от внешней нагрузки, а перемеще
ния «, V и напряжения гг, ^ху заданы произвольно, новых трудностей 
при решении этой задачи не возникает, так как система уравнений 
в этом случае будет отличаться от системы (1.8) лишь свободными 
членами, которые не влияют на ее регулярность.

В заключение выражаю глубокую благодарность К. С. Чобаняну, 
под руководством которого была выполнена настоящая работа.

Институт математики и механики Академии наук Армянской ССР
Պ I ԳԱԼֆԱՅԱՆ

Օ,ւրբա1|9ւ|ւսծ ուղղանկյուն հեծանի ծւււքան ւքաւիՏ

Հայտնի Լ, որ ուղղանկյուն կոնսոյային հեծանի ծռման խնդրի 1Ոաւ'Ւ1է ^^ան հ^ծանի 
“'մրակցված հատվածբո,յք եզրային պայմանները բավարարվում են միայն մի կետում, Ամրտ- 

հատվածում եզրային պայմանները համեմատաբար ճիշտ են բավարարված (I) աշ-
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խատռթյան մԼք, Ակնհայտ /., որ յարվաձային վիճակի րաշխման Օրենրր ամրակցված 
մոտ Լապես կախված Լ այ,/ եզրի ամրացման պայմաններից» ..

Ներկա հողվածում ղիտարկվում 
Ոք ղղէէՀեկյո'Ն կոնօոքի համար, երր 
րին րԼոիքյ, X - I եղրոէմ աղգոլմ 
Л նքմաղրվՈք մ Հ ամրակցված ( 0

/ աոածղականողթ  յան տեսության խաոր հարթ ի^նղք 
զ^անկյան V 0 ե У = Л եցրերր ապաս» են տրտսյ^ 

եՆ մ ի այն շ ո շ ա փ*Ղ լար ու մն ե ր ր , ի и կ * = 0 </էմ 
եղրի րպ՚՚ր կետե րում ունենք Ա = О, V =տ 0 պայման.

*ներր)ք
ԽՆղրի լոլծու մր բերվում կ րւ ղղանկյտն ն երսու մ րորու մՆերի երիի Ф(Л', )’) ^П,Ц. 

գիայի որոՆմանր [սա որ եղրային պայմաններում է

Դիտարկվող քսն գրում Փ (Л*. V) ֆունկցիան ներկայացվող մ է եռանկյունաչափական շար. 
րերով, ՝որի վերԼուծոէթյան ղործակիցներր որսշե(ոլ համար ստացվում են գծային հավասս^
րումների աՆվերշ սիստեմ։ Ապացուցվում Լ ստացված գծային հավասարումների 
տեմի կվաղիքիով ին ո ե գո Ц յ ա ր ո ։ թյ ո ։ե ր և աղատ անգամների վերեից սաՀմանա փ ա կ

անվերջ սիս. 
չխ^ւր»
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