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Об одном случае изгиба тонкой прямоугольной плиты

(Представлено 8/У 1963)

1. Рассмотрим задачу об изгибе прямоугольной плиты (фиг. 1), 
опертой по сторонам у —0 и у = 2Ь и как угодно закрепленной по 
сторонам х=±а. Вдоль отрезка о А заданы некоторые возможные 
условия закрепления.

При решении рассматриваемой задачи применяем метод, разви
тый автором (1).

Представим прогиб плиты в следующем виде
Ж

ТС’ = I (х, у) + V (Лк ей X 4֊ Вк х 5Й Х*х 4- Ск 5Й л*х 4-

30
4- х ей Хлх) $1 п Х*у ± V

1

о* ՝
— ей Х*х —
2

а*
4Ц

[(1 4- <0 ей 'ккх 4- (1 — я) /,*х ей <*х| —

4Ь>*
^т(5Й Х*Х — Х*Х СЙ Хлх) 81П А*у, (1Л>

где/(х, у)—частное решение дифферен
циального уравнения упругой поверхности 
плиты, <з—коэффициент Пуассона. £)— 
жесткости плиты; Ак, Вк, Ск, о4, а*, тк 
и Як постоянные коэффициенты, подле
жащие определению, а = 2Ь. Из
Двойных знаков перед второй суммой — 
плюс относится к области х > 0, а ми
нус—к области х < 0.

Легко проверить, что выражение 
(Ь1) дает на линии х = 0 для прогиба ад

Угла наклона -т—, изгибающего момента 
дх
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щепной поперечной силы
СРш 1 (О _ \ 
дх3 (~ 3 дхду2

ны которых соответственно равны:
ЛО

2^4 51П

1
V а* 51П )^у, 

1
V тк 51П ХЛу, и —

1

разрывы, велцчи

нс

У <7* $1п Х*у.
ЛшшЛ

1

Коэффициенты Аку Вк, Ск и Вк определяются из условий, задан
ных на сторонах прямоугольника. Подходящим выбором коэффициен
тов оЛ, аЛ, тк и дк можно удовлетворить заданные условия на отрез
ке о.4.

Для симметричной относительно оси оу задачи имеем:

Сь = 1)л = 0, о* = тк = 0.

Если при этом вдоль отрезка оА плита опирается на балку или на 
стенку, то надо дополнительно принять ак == 0. Если же вдоль отрезка 
оА имеется разрез, оба края которого свободны от опор, то коэф
фициенты дк принимают заданные значения.*

Для антисимметоичной относительно оси оу задачи имеем

А* = Вк = 0, аЛ = дк = 0.

Если при этом вдоль отрезка оА плита опирается на балку или на 
стенку, то надо дополнительно принять о* = О, а если вдоль отрезка 
оА имеется разрез, края которого свободны от опор, то коэффи
циенты ть принимают заданные значения.

При несимметричных относительно оу условий вдоль отрезка оЛ 
(например, один край разреза заделан, а другой свободен от опор) 
решение задачи значительно усложняется.

2. В качестве примера рассмотрим задачу об изгибе прямоуголь
ной плиты, опертой по всему контуру и разрезанной вдоль отрезка 
оА = Ьу края которого свободны от опор.

Для простоты предполагаем, что внешняя нагрузка р зависит 
только от у и разлагается в ряде *Фурье:

ЛЬ-

Р = У ак 51 п Х*у, 
I

1 
Ь

2Ь

Ок = (2.11

Частное решение, удовлетворяющее условиям

при у = 0 и у = 2Ь,

будет
16Л1 ' ак
-Ч)՜^ Т* 

1
51П ЛЛ у.

Для рассматриваемой задачи формула (1.1) принимает следуй)
щий вид
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цу И у) 4 (Ак сИ лл х 4֊ Вк х зИ / к х) з։ п л* у

±2 4 |П I 5)5Ьл4 л 4֊(1 — °) X* х сЬ X* х] 51’п >.л у.
(2.3)

то выражение удовлетворяет
у - 2Ь.

Подчинив (2.3) условиям

условиям

опирания

опирания на сторонах у = О

= 0, О= 0, при х = + а,

о.пчим
_ _ 16 а

* *4' сЬ >.» а (’ 2՜111“
Ж

а к

(2.4)

к. 2/4 с И X* агъ
1 — з ...—— а* 1Ь /.* а.

Из условии симметрии 
1я поперечная сила равна

вытекает, что на линии х = 0 обобщен-
нулю. Следовательно выражение (2.3)

адо подчинить также следующим двум условиям:
а) условию равенства нулю изгибающего момента вдоль разреза

0-’йУ

с>х2 = 0. при

6) условию непрерывности угла наклона вдоль неразрезан-

>й части линии х = 0. Это условие приводится к равенству

< ЗШ /■* у = 0, 
I

(2.6)

Условия (2.5) и (2.6) равносильны соответственно следующим 
ловиям

ь

з —о
/7\|“

о

2Ь
I з1п л* у 51п 2/п (у — Ь) (1у = 0.

/е-1 ь

(2-7), с учетом (4) и (5), получим
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Ь-1

_1) у 2—, л = 1,2,-«.
а2"- к 2: /^ — 4п2

А’ 1 Д •••

(1 — с) п~ _ $ (3 , з)1И2<ла ' 2(1 3) сЬ։-Ая«

Ь* (— 1)

^~4/г ~ '

а2лЛ3 <зп з (1 — з)тшп21Ь2М _
= ~ 7֊л3՜ 4 2 сЬ 2л„а 4Л сЬ 2Хпа ш

*-1
166э(—1)"л а»(—1)’ , З26’( —1)"л __ °*
——1 Р^-Ьп2) *’ А’сЬм

*-1Д... *-1Д...

£, . (—1)
86 ‘Ь А’ - 4Л2

Исключив из (2.9) 
простоты, рассматривая 
при которой

с помощью (2.8) коэффициенты а2л и, д.
случай равномерно распределенной

Г = “24/7 У (уЭ ~ 4Ьу2 8/,3)’ °2я = °’ а2я+1 = т. (2п֊.~ Г)" ’ П = °‘1։

получим относительно коэффициентов а2к+1 систему бесконечных ура 
нений:

где

:ЧЛ՝ ,,)= 2Л

|1 (/г, п) = уЯ։

2п 111

(2.11

2Ь

ппа 
~Ь~

кН

птга

Ь^ — п

2ЛсЬ2
(2£ + 1) ка

I



В случае бесконечной полосы (а->оо) из (2.10), с учетом (2.11)
։1 (2.12), получим:

у
( —1)*<*2»-м 

2Л - 2л4֊ 1

рЬ3а
(1 — 3) (3 4- 3)Z

1
2п2 К2/!4 (2.13)

Эти уравнения можно привести к регулярному виду. Для этого надо 
предварительно исключить из них коэффициент аь а затем применить 
способ, указанный в ('2).

Заметим, что при <з = 0 из (2.13) и (2.8) получим а* = 0 
(£=1, 2,*-*)- Далее из (2.4) имеем А* = Вц = 0. Тогда формула (2.3) 
даст ш = /(у), что можно было бы предвидеть, не решая задачу.

При Ь —> ©о из (2.10) и (2.8) получим а*—>оо, вследствие чего 
прогибы стремятся к бесконечности, что вполне закономерно, так как 
при этом рассматриваемая система становится геометрически из
меняемой.

Можно показать, что кроме последнего случая для всех осталь
ных значений параметра а:Ь система (2.10), начиная с некоторого 
значения натурального числа л>1, приводится к регулярному виду, 
причем свободные члены приведенной системы будут относительно

1
числа п порядка не ниже чем —5- •

Таким образом рассматриваемая задача теоретически решена. 
Для получения числовых результатов надо пользоваться методами 
решения бесконечных систем уравнений (2).

Ереванский политехническим институт 
им. К. Маркса

О- Մ- ՍԱՊՈՀՋՅԱՆ

Hi i|i|inGI|jiti հ р.шгшЦ սալի diufuiG if|i ւ|Լ։ւ|Ա» iTamjiG

'եիտա րկվոլմ է ուղղանկյուն սալի (դծ. ) ծռումր, երբ դա ազատ հենված է \՝ — 0 
V 2ft կողմերով և ունի ցանկացած ամրացռ. մներ X = ± (I կողմերում, իսկ oA հատված/,

•1րա 
ք/յո.

տրված են հնարտվոյ, ա մ ր ա ց մ ան պայմաններ 
նների մեթոդով (* )> Լուծումը կառուցված է

խնդիրը լուծված է լրացո, ցիչ ազղեցու- 

այնպես, որ X = 0 *1Гш
են/1... ր կ վ ոլ մ ճկվածքը, սալի ուղղաձիգ էլեմենտի պտտման անկյունը Օ\' առանցքի 

Կրէտմամր, ծոռդ մոմենտը նույն առանցքի նկատմամբ և ընդհանրացած կտրող ումըէ 
^յ՚սն մեծությունների պարամետրերի հարմար ըն տ րու թ յ ան միջոցով հնարավոր է լի-

՜1"!! մ րտվարարել ամրացման պայմանները ОА հատված ի վրա1
11րպես օրինակ դիտարկված է եդրադծռվ ազատ հենված ոլդղանկյուն սա,ի ծռման

^էիրր, երբ qA = b հատվածի երկայնքով սալր ճեղքված է, որի եզրերն ազատ

ններիցր Պարզության համար դիտարկված է հավասարաչափ բաշխված բեռի ղեպքր>

*4<քան մեծ„, թյ„,ններից դրոյից տարրեր է միայն պտտման անկյունը, րի ս/արաւ/ԼտրԼ՛^

1'1' կա mtf ա tf ր и tn ա դվե ( է

ո Լ ղ ու_յ յար tn I,Արիք

ՆվԼրՀ հավասարումների սիստեմ։ սՒ
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