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К решению задачи изгиба анизотропных 
(неортотропных) пластин

(Представлено чл.-корр. АН Армянском ССР С. А. Амбарцумяном 18/1У 1963)

Здесь предлагается способ решения задачи изгиба неортотроп
ных пластин, когда R каждой точке пластинки имеется одна плоскость 
упругой симметрии, параллельная срединной плоскости.

Решение представляется в виде ряда по степеням малого пара
метра р, зависящего от упругих постоянных анизотропной (неорто
тропной) пластинки и обращающегося в нуль в случае ортотропного 
материала.

1. Задача о нахождении прогибов неортотропных пластинок, из
гибающихся под действием перпендикулярных к ее плоскости сил, 
сводится к решению дифференциального уравнения с частными про
изводными с неразделяющимися переменными (։)*

+ 4О28 ֊3 + (.V, у), (1.1)
дхду3 ду'

при определенных граничных условиях. 
Произведя преобразования

А = V Л*. У==1 (А> у) = 1Г(ог, 3), 7 (д, у) = </0(а, ?), (1.2)
из (1.1) придем к следующему дифференциальному уравнению для 
прогиба Чг (а, р):

сНТ , л „ д’Ф — 4֊ 4ал,-----
(Л* б/а3(?3

+ 4^'К 1
д4Ч* , 
-г,. — *7о (а» I5)»

Или

* Здесь и в дальнейшем приняты общепринятые обозначения.
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да*

д«Ф д*У 1 I
к^+к‘ыу =</“(а'?)’ (1-3>

где

д*Чг 

да֊д?

Здесь легко заметить, 
р' = 0.

что для ортотропной пластинки
I

!1=0 и

Решение дифференциального уравнения (1.3) представим в виде
ряда по степеням малого параметра

ОО
₽) 4- 2 (а, ₽) !А"'.

/71 — 1
(1.4)

Подставляя значения Ф (а, р) из (1.4) в (1.3) и приравнивая ко
эффициенты при одинаковых степенях р., находим

^'/п 

да*
где

+ 2К 
да*

да2^Зг

д*ш0 д՝м0 
да2д$2 + д£*' (1.5)

. 0 т . лН------ 4՜ 4ц

Ф(«, £) = да0(а,

д*Мт- 
да^ ’ дгд?

Таким образом, решение дифференциального уравнения с нераз- 
деляющимися переменными (1.3) сводится к решению рекуррентных 
дифференциальных уравнений с разделяющимися переменными (1.5) и 
(1.6) при определенных граничных условиях С).

2. Рассмотрим задачу об изгибе неортотропной прямоугольной 
пластинки с опертыми сторонами.

Пусть прямоугольная пластинка оперта (шарнирно закреплена) 
по всем четырем сторонам и изгибается нормальной нагрузкой, рас-

пределенной по закону </(л, у) = ^$1п — бш —• Оси х и V направим 
а Ь

вдоль сторон а и Ь.
Граничными условиями рассматриваемой задачи будут

те = 0, М А =
11 дх2

ЛЛ / г»
44 у— ( О1։ ——

\ дх2

„ — + 20

ДЛЯ А' = 0,

„ + 20
(7У‘

д2ш
10 дхду

2в

для у = 0,
дхду / 

у = Ь.

ш = 0,
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Пользуясь формулами преобразований (1.2), выражением (14) 
затем, что поскольку по краям ьу = с

и
0. то по соответствующим краям 

с*2Т л д2Ф пластинки справедливы — =0 и — =0.
да2 др2 Следовательно граничные

условия (2.1) примут вид

да- = 0. ^=֊2А' 1
д։։ 1

при

др2
при

= 0, — =-2*2 О2^ п - I 
да др

(2 2)

а = 0 и а = а

3 = 0 и ) = Ь

где
а

а\ = ~4---------Ж и

Таким образом, для определения функции 4՜ (а, р) нужно решить 
уравнения (1.5) и (1.6) при условиях (2.2).

Решение уравнения (1.5) представим в виде

огло (я, 8) = С$1п— $1п -- 
и, А,

(2-3)

здесь С — пока неизвестная постоянная величина.
Очевидно, что для оу0(я. р) все граничные условия (2.2) удов

летворены. Из дифференциального уравнения (1.5) при помощи (2.3) 
определяется постоянная С. Следовательно, для ®0(«, р) имеем

что является первым приближением решения.
Второе приближение строим следующим образом. Подставляя 

выражения и>0(а, Р) из (2.4) в (1.6) и учитывая (1.7), полхчим

0 О// _ ------- 1----------1 =(7. СОБ — СО 5 ֊֊-»

да* да2др2 др’ а1
(2.5)

где

Из (2.2), учитывая (2.4). для ^ («.?) будем иметь следующие 
граничные условия
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где

и'1=0,

= 0,

= 0,

= 0,

/(?) = 2СА-։

да2
при

(2.7)

да2

I 

ду2

= ф(а)

" -2I» 1ь
-------СОБ —
а,Ь, /л

Решение дифференциального
(2.8) можно представить в видеи

Ап сИ---- —
*1

при

при

при

а — а

? = 0,

ГЛ=Ь

пг.- -а
2 СОБ—* 
‘ а,Ь, а,

(2.8)

(2.9)

уравнения (2.5) при условиях (2.7)

I О I ,/г517 4֊ Вп БП ---- —

Ат сЬ-----4- В,п бИ-------- 4-
«1 ах

т-а 
б!п----
«1

(2.10)

Здесь

134



/п --

■г / • 171>‘§пЬ..
/.Л С И ---------£-?

\ а, — ( 1 +СЬ—
а, / 
֊ 9

(5՜:

а 5! и х2 корни характеристического уравнении

54֊2К5г+ 1=0. (2.11)

возможны триВ зависимости от значении А'( К = 42------
, \ Г ^п^12

случая для корней зтого уравнения.
Случай I. Корни уравнения (2.11) вещественные, неравные:

± $!, ± х2 ($1>0, $2 > 0).

Случай II. Корни уравнения (2.11) вещественные, равные 
попарно:

(х>0).

Случай III. Корни уравнения (2.11) комплексные:

з ± а, — $ ± а ($ > о. > 0).

Мы ограничивались лишь рассматриванием случая I: так как ре
шения для остальных определяются путем предельного перехода при
$1 = $2 = $, либо путем отделения вещественной части комплексного

= 5 а, $2=5 — г/.выражения, которое получается, если положить 51 —
Таким образом, имея (а, ?)» ПРИ помош֊и П и ("“*՝ знало 

гнчно, можно построить решения и в последующих приближениях. 
Имея ^выражения для прогиба, при помощи известных формул () 
можно определить моменты и перерезывающие силы.

Ограничиваясь первыми двумя приближениями, у штывая (1.4), 
(3.4) и (2.10), для прогиба Ф (а, получим следующее выражение
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или, принимая во внимание (1.2), для о/(х, у) находим

сИ п^82х 
ь

5)П
/гку

Ь

(2.12)

Эп бЬ

Наконец отметим, что этим методом можно решить уравнение
(1.1) при разных граничных условиях.
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х/.См/йрРтпрп щ кш[Ер!1 Ь г] ил*Ъ ш :
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рилРЬшр), прр ОрР^трпи/ р [• ')Гп11гг
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Г) Ь р Ь Ь ш I ■> и» и Ш р */ н/к /П1 Лги »/р ркр^п! г/ ф пр // ш р
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