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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

В С. Тоноян

Об одной плоской контактной задаче для упругой 
четверть-плоскости

(Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 16/111 1963)

Плоская контактная задача теории упругости была рассмотрена 
в работах Н. И. Мусхалишвили Р՜3), И. Я. Штаермана (4). Л. А. Га­
лина (5՜0), Д. И. Шермана (7), Н. М. Бородачева (8) и других. Под­
робный обзор о плоских контактных задачах сделан в докладе Д. И. 
Шермана (9).

В настоящей работе получено решение задачи о давлении жест­
кого штампа, приложенного на части кромки упругой изотропной 
четверть-плоскости в предположении отсутствия трения. Задача ре­
шается методом Фурье. Решение представлено в виде интегралов 
Фурье. Определение коэффициентов интегрирования сведено к реше­
нию системы „тройных*1 интегральных уравнений (10) и интегрального 
уравнения Фредгольма второго рода. Причем решение системы „трой­
ных* интегральных уравнений сводится к определению коэффициентов 
дуальных тригонометрических рядов (п՜12).

§ 1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о давлении жесткого 
штампа нормальной силой Р на прямолинейную границу упругой чет­
верть-плоскости (фиг. 1). Как известно (13), в плоской задаче теории 
упругости напряжения и перемещения могут быть определены посред­
ством одной бигармонической функции Ф (х, у), которая может 
быть представлена в виде:
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+ 1'|С(₽) + ₽>'£>(?)! sin (1.1)
Lz и

Здесь А (а), 8 (а), С (3) и D (?) — функции, подлежащие определению 
113 граничных условий при х = 0 и у = 0. Используя обычные фор- 
мулы для напряжений и перемещений, будем иметь
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где Е—модуль упругости, 
эффициент Пуассона.

Граничные условия в 
случае будут иметь вид 
а, (0, у) = 6 при 0 < у <

3.г(0, у) = О 

х‘у (0, у) =0 

ау(х, 0)=0 |
' л-у (^, 0) = о I (0<х

(1.2)
у — ко-

данном

перемещения и (х, у) и г'(*. >’)
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должны стремиться к нулю, то следует в формулах (1.2) положить 
л0= ^. = го = О’

Учитывая это и удовлетворяя условиям (1.3) и (1.4), получим
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О
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Используя формулу обращения Фурье, из (1,6) получим

С(?)=0,

Д(я)֊^(а) = (17)

(1.8)

Подставив значение В (а) из (1.7) в (1.8), получим
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А (а) //а +

Д * (а) получим си֊Подставляя (1.7) в (1.5), для определения 
стему „тройных“ интегральных уравнений
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Задача о распределении напряжений ах (0, у), возникающих в 
упругой четверть плоскости под штампом, будет решена, если будут 
определены функции Л* (а) и £>(/) из ,тройных" интегральных урав­
нений (10) (1.10) и из уравнения (1.9).

§ 2. Определение функции Д*(а). Имея в виду, что (1։|)
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где функция Бесселя /-го порядка первого рода 
ным аргументом, функцию Д* (а) ищем в виде

ОО
Л* (а) = у А՝„/.П (Ьа.).

1

с действитель-

(2.2)

Здесь Дп неизвестные пока коэффициенты, подлежащие определении’.
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Тогда третье уравнение (1.10) удовлетворяет тождественно. Из 
остальных двух уравнений после изменения порядка интегрирования 
и суммирования получаем
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3 9/՞ . со։ ~ 1 9 = ? (в) (0 < 0 < Л) 

л - 1 — 1 2
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и использованы обозначения

= ^соз(6/2); <2 = дсо$(Х/2).

(2.4)

(2,5)

Такие дуальные 
К. Трантера (п) 
тера, получаем

тригонометрические ряды рассматривались в работах 
и В. Ф. Шеферда (к>). Используя результаты К. Тран-

Ап = 2; (0) 51П

(2.6)

Здесь Г (а, р; г) — гипергеометрический ряд, С — постоянная.
Постоянная С может быть найдена путем подстановки (2.5*) и 

(2.6) в первое уравнение (2.3). Таким образом коэффициенты А*п оп­
ределяются из уравнений (2.4), (2.5*) и (2.6), а функция /4 (а) — из 
(2-2), (1.11) и выражается через (։3).

§ 3. Определение функции £)(р). Из (1.1), (2.2) и (2.4) имеем
ОО

։=Л (а) = 2 (-1)"+1Д„Л„- 1(*а).
п 1

(3.1)

Подставляя (3.1) в (19) и имея в виду (м), что
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где 22,---, аг ; 31» 32»• • •, ; г) — обобщенный гипергеометри­
ческий ряд, получим
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Согласно (2.4) имеем
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(3.4)

Следовательно
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С учетом (3.5) перепишем (2.6) в виде

Учитывая (3.6) и подставляя (2.5*) в (3.3), для определения 
функции О (Р) получим интегральное уравнение Фредгольма второго 
рода

Ф(3) = ;^ 3)

(3.7)

где введены обозначения
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Для решения уравнения (3.7) сперва докажем, что

( |К(3, 7)|сД<1. 
• ?о

Действительно, из (3.10)
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о о о
Произведя интегрирование, получим
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п - п) (Ь912)'п 1 
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X

____(^₽Г______ р 2л_+ 3 2п — 5
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Следовательно

к (Г 7)1^1 (3.16)

1) функция # (р) ограничена.
Решая (3.7) методом последовательных приближений и пользуясь 

(З.Я), получаем выражение функции 0(3). Подставляя полученное 
выражение для О(р) в (2.5*), найдем выражение для коэффициентов 

Подставляя далее последнее выражение в (3.1), определим А(ь), 
в пользуясь соотношением (1.7), также и В (а). Определив Л (а), В (а) 
и ^(Ю, по формулам (1.2) определим компоненты деформаций и на­
пряжений.

Если вместо (1.4) возьмем граничные условия в виде

и (х, 0) = 0 I п .(0<Л'<оо)
Оу (х, 0) = 0 I

^у(0, у)=0 (0<у<оо),
™ получим••

С(₽) = Р(₽)=0

(3.17)

(3.18)

А (а) = Я(а) = -Е 1)л+1 (/>*),

Ис



- 2 sin ֊- ( "՚ 1 - ռ< ։՛: sssin- —) ds, (|?.19)
2 J \ ’

о
I /л 2ancsin * sin — В v

; (s) = — I---------------- --------------------- tfp- + C, (3.20}
- ,1 I s- I*՜ 

0

(3.21)

то есть решение получим в замкнутом виде. Этим же методом можно
решить плоскую контакную задачу для упругого тела конечной ши­
рины.

Институт математики и механики
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Հողվածում դիտարկվում / աոաձղական բա ս որդ հարթ ութ քան եզրագծի վր ա Հտամւդի 
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գործակիցների որոշումը բերվել Լ ս երերական ձ ինտեղրաՀավասարումների սիստեմի ( 10) և 

■ երեդհ ոլմ ի երկրորդ սեռի ինւոեդրա / հավասարման լուծմանր։ Ընդ որում (։ երերական» ինտե­
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կազմված Հավասարումների լուծմանը (II — /2 ե
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