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Э. Е. Хачиян

К вопросу о влиянии де4 ормации сдвига при свободных и
вынужденных колебаниях гибких сооружений

'Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г. Назаровым 10/\-г 1963)

При решении динамических задач сейсмостойкости в ряде слу
чаев необходим совместный учет деформаций изгиба и сдвига, при

жмем влиянием инерции вращения можно пренебречь. Это допустимо, 
£угак как при колебаниях реальных сооружений преобладающее значе- 
^ние имеют первые две-три формы колебания. В последнее время в 
^литературе появились некоторые исследования в этом направлении. 
сгОни, в основном, относятся к свободным колебаниям. В настоящей 

статье приводится решение задачи о свободных и вынужденных ко
лебаниях гибких сооружений с использованием неоднородных гранич
ных условий. Из уравнения Тимошенко (г). пренебрегая инерцией вра
щения, получим уравнение свободных колебаний балки с учетом де
формации сдвига.
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Решение уравнения (1) ищем в следующем виде:
ОО

(4)

д3у
дх-ծէ-
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где у —общий прогиб балки с учетом деформаций изгиба и сдвига, 
Е — модель упругости при растяжении, б— модуль упругости при 
сдвиге, У—момент инерции поперечного сечения. Г— площадь попе
речного сечения, к' — коэффициент, зависящий от формы поперечного 
сечения, <; — вес единицы длины балки, £— ускорение свободного 
падения. При этом изгибающие моменты и поперечные силы имеют 
следующие значения
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Подставляя выражение (4) в уравнение (’) и разделяя перемен
ные. получим следующие уравнения для определения фундаменталь֊ 
них функций Yj(x) и обобщенных координат Tj(t)

(х) — Yj \x) Yj(x) =0, ՛ (5|,

6(0 ֊' 60<0=0, (6>

где приняты обозначения:
/>;</ .. _ p-flk'

*'՜ gEJ՝ gFG ( ՛

Здесь p, — круговая частота свободных колебаний у-ой формы. 
Решение уравнения (5) ищем в виде

Y, (х) = A, sin Xj/x В, cos Cj sh Y2jx '- D, ch A2/x. (8)
Подставляя (8) в уравнение (5), убедимся, что ՝f\j и Y2j должны 

удовлетворять следующим уравнениям:
• 4 * 2 q г\

— K\J?j — aJ —

6>֊; ау = 0.

Коэффициенты Ду, В,, С, и £>у, а также круговые частоты р, оп
ределяются из граничных условий. На свободно опертом конце, где 
прогиб и изгибающий момент равны нулю, будем иметь:

У/ (-<, 0 = 0,
d2yj _ EJk' q d2yf 
дх2 ~ B(j g dt2

На закрепленном конце 
изгиба, и мы имеем:

равны нулю прогиб и угол наклона от

У/ (*, Г) = 0, EJ d3yj _ ду, EJk' q d3yf
FG дх3 дх F(J g dt2dx

или

ду, k' f q dlyj 
dx FG J g ct2

I

(10)

(П>

(12)՝

Па свободном конце, где равны нулю изгибающий момент и по
перечная сила, имеем: '■

е] р, д3У/ д3У>
Е(Г ъе֊ ’ - ~ЁС~ Т^х * ( 1

смотрим часто встречающийся в инженерной практике случаи 
консольного бруса.

Начало координат 
ох вертикально вверх.

I раничные условия 
(Ю) —(13) будут:

возьмем в точке защемления, направляя ось 

для этого случая на основании формул

114



при

При

Г,(х) = 0, гДх) 

г' (х) = - Г, (х),

I
= j У) (*) dx} 

О
г;"(л) = ~₽7 Yj(x).

(14)

(15)

х = О

Подставляя выражение (8) в граничные условия (14) и (15), по
лучим следующую систему уравнений для определения коэффициен
тов 4/ ; В, ; Су ; Оу ;

В, 4֊ Оу = О,
. / сое Му/ 1 л17\ 51пХ։у/ .

Л/ :-------- г  -----7՜ ) 4՜ °'՜ —•--------г' А1/ М/ / А1у
■ / с И ^2/1   1___ А2/ \ । Оу бй Му/  о

\ М/ М/ / М/
(16)

4/ (֊ >ч/ + >у ) 51П >чу/ 4- В, ( — /чу -г ?у ) СОБ А1//4-

4՜ С/ (л2/ 4՜ // ) зИ 1-2,1 О, 4֊ 3/ ) с!1 лгу/ = О,

4 у М/ (—> 1/ 4- ?/ ) СОБ Му/ 4- В, /чу (л?у — ру ) б! п /чу I 4՜

4՜ Су Му (л|у 4֊ 8/) с И Му/ 4֊ Оу ֊4 Зу ) 5 И /.2,7 = 0.

Приравнивая нулю определитель полученной системы уравнений 
(16), получим уравнение частот в виде:

։•>/ 4՜ k\ 2^ju>7֊ 2----- 2 ch Wy COS kj — U)y kj Sin^ySh (Oy 4-----= 0. (17)
/?/ — <0/ kj — Шу

Заметим^ что при отсутствии сдвига ,4 =0, ki=Wj и уравнение 
(17) переходит в обычное уравнение частот изгибных колебаний (։)

ch k cos k 4՜ 1 = 0. (18)
Если же в уравнении (17) положить шу = 0, то получим уравнение 

частот при чисто сдвиговых колебаниях (2)
cos k = 0.

Из уравнений (9) получим еще одно уравнение, связывающее 
®i и ,

Не приняты обозначения:

(19)

(20)

На основании формул (7) и (9) для круговой частоты р,- , имеем:

(21)
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Из системы уравнений (16) для коэффициентов А, , By, С; 
получим:

A.
— sh ш/ sin kj — kj ch u>/ cos k, — fey ( 
— k^, ch «»/ cos kj 4֊ kj % sh sin kf — шу

, 2
kj wy ch wy sin k, — kj^j sh wy cos kj

— - 1 - |
— Л/W/ ch шу cos kj 4՜ ki ш/sh <°i sin ki ~ ш/

О tk։ ш/ ch o>y sin kj — k‘n»j sh «оу cos kj
— Лушу ch toy cos kj 4՜ kj u>  sh ity sin kj — шу2

(22)

Фундаментальные функции Y, (х) будут иметь следующий окон 
нательный вид:

У у (Л) = A, sin kj 4- В, cos k։ 4֊ С, sh u>/ 4֊ Dy ch ~ (23

Теперь допустим, что 
сила /(х, /), тогда уравнение

на систему действует произвольная 
вынужденных колебаний будет иметь

вид:
q d2y _ д EJk' 

дх* g dt- g FG
d'y_

'dx-dt2 =f(x, t). (241

Решение уравнения (24) состоит из двух частей
у(х, /)=>»! (х, 0 + Ш О,

где ух(х, () общее решение без правой части, которое мы уже 
нашли, а у2(х, /) —частное решение с правой частью. Частное реше
ние у2(х, /) будем искать по методу академика А. Н. Крылова (3) в 
виде разложения в ряд по фундаментальным функциям

00

у2(х, f)=S Yi (X)S1 (О- 
/-1

(25)

Подставляя выражение (25) в уравнение (24) и учитывая, что 
Ку(х) удовлетворяют уравнению (5), получим

• • ( V ПО

S
/-1L r(j

Умножая обе части

YiM [p;sy(O4֊s;(oi=֊/(x, /)• 
д

(26)

и интегрируя от 0 до I, 
оо I

уравнения (26) на 
EJk' •

Y> (х) -~Y„ (x) 
r(j

получим

^Yi{x>
FG 'о

^-YlM ip'SiW+s; (/)!</>= 
г и '

I

EJk'
FGо
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Теперь докажем, что имеет место равенство

■'( Як' ,
Г,(х)- --У»(х) 

гО
Еле
AG У. (Л) (1х = 0, при у =/= 6,(28),

о
оторое будет условием ортогональности в случае учета влияния де

формации сдвига на прогиб балки.
Действительно, согласно (5) имеем:

(29)

у <
Умножая первое уравнение системы (29) на У,---------- У, , а вто-

рое — на У *------— У*, вычитывая из первого второе, и интегрируя
AG

в интервале [0, /] получим:

Интегрируя правую часть (30) по частям, получим

О

Я (7у ЕЛ' У \^У Е^
-------- \Р1 — Р‘) II > Ь —---------/ А II / /---------------‘ ,Ц Л £0

На основании граничных условий (10)—(13) можно убедиться, 
что правая часть выражения (31) равна нулю.

Однако для доказательства последнего лучше пользоваться гра
ничными условиями для деформаций изгиба и сдвига в отдельности. 
1ак, например, для консольного стержня представляя общий прогиб 
балки через сумму прогибов от деформации изгиба Уи и от дефор
мации сдвига Ус

У = Уи 4֊ У, , 
будем иметь следующие граничные условия: 

"ри -«=0 г„ = 0, Г,; = 0, Гс=0, (32)

"ри Х = 1 П = 0, Г„"=0, Г'е = 0,
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Причем Уи и Уе удовлетворяют уравнениям

Г,'/ _а2Ги = 0, Уе + ^Ус =0 (33)
и условию совместимости десрормаций изгиба и сдвига

4 = ™ 
с/х

М = Е,<^
к' с/х с/х2

откуда
Г/ 6/3У"

с/х3 к' с/х (34)

Учитывая условия (32) и уравнения (33) и (34), легко убедиться, 
что правая часть выражения (31) при к / равна нулю.

Теперь выражение (27) примет вид

или

где

'[5;+к5*]^л' =

р^ (г)=нн/), (35)

'4

(36)

Общее решение (35) есть

81 (/) = С։ 51П Рп / -у Со СО5 рь С ■7 —(//*•(;) 51п/7*(/ —;)(/'. (37)
Рк .1 о

1аким образом, общее решение задачи будет

Г У (х) гу(л, /)= ^ У/(л)(С151пр//+С2со8рД)+-(—' /7К)51па(/֊;)^ ’ 
/-1 Р/ .)

(38)
Постоянные С1 и С2 определяются из начальных условий.
Полученные здесь результаты предполагается использовать для 

определения сейсмических сил по акселерограммам сильных земле
трясений.

Армянский НИИ 
с г[юйматериалов и сооружении
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Է. ե. ԽԱՋՒՅԱՆ

А1|и։ С1 կւսոււէ ցփսծէ՚հեւփ սհփակւսհ և ափսյ ողսւկան աս ասՈաւք П երփ 
ժւսւքահակ սահէ՛ի գեֆու ւՐսւցիափ ապդե <յո ր թյւսն հարրյի օուրջք

Լո/ք11սյ^ոլլ^ բերվում Լ ձողերի տատանումների մս/մանակ սաԿբի ղ եֆորմ ա ց իան ե ր ի արյր/Լ* 
ցությսմէ ուսումնասիրությունը: Սեփական տատանումների ղիֆերենցիլպ հավասաըումր ունի 
(3) տեոբրւ Սյղ հավասարման (ածումն ընտրելով (4) տեսքով, ֆոլնլրսմ են տայ ֆունկցիաների 
րր„չման համար ստացված Լ (5) հավասարումը, որի լուծումն ընտրվում Ւ. ( 8 ) ձեովւ Կոնսո- 
էային ձողի համար ե/նելով (10) — (13) եզրային պայմաններից' ձ յ ,Այ,Շյ անորոշ գործա
կիցների Կամար ստացվում Լ ( 7ե) հավասարումների սիստեմ ր, որի համատեղելիության պայ- 
մանից ստացվում / » ա ևա խ ա կ ան ու թ յո լնն ե ր ի (17) . ա վա ս ա ր ում ր: էենորոշ ղործակիցներր
րրրս/ում են (2^) վերջնական հավասարումներով:

Ստիպողական տատանումների ղիֆերենցիալ հավասարումն ունի (24) տեսրր, որի մասնա
վոր լուծումը որոնվում Լ ( Հօ) ձեով։ Կատարելով որոշ ձևափոխություններ ե ապացուցելով, որ 
տեղի անի (28) պայմանրք սրր հանդիսանում Լ սահրի դեֆորմացիաների դեպքում օրթոդոնալու-
р]шЬ պա(մանր, ստացված Լ ստիպողական տա տան ու մն /, ր ի (33) վերջնական 
հնէքրի րնդհանուր (ուծումր տրվում Լ (38 ) հավասարումով, որտեղ Հ?։ А ՇԴ 
յղանամ են նախնական պայմաններից։

դո ր ծակ իցներր

Л И Т Е РАТУРА — ԴՐԱԿ ԱՆՈհ ԹՅՈՒՆ
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