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МЕХАНИКА

М М. Манукян

О вдавливании жесткого клина в полуплоскость 
в условиях неустановившейся ползучести

Я Представлено академиком АН Армянской ССР Н. X. Арутюняном 1 II 1963)

■ В настоящей работе рассматривается задача о вдавливании же­
сткого клина в полуплоскость, находящуюся в условиях неустановив­
шейся ползучести при степенном законе связи между напряжениями 

•и деформациями. В качестве исходной физической гипотезы здесь 
принимается теория пластической наследственности (’ -*) для таких
стареющих материалов, как алюминиевые сплавы, медь, малоуглеро-
дистая сталь и др. 
I При решении
игвхет.։« » •
I Пусть имеем

Задача решается методом, развитым в работе (3). 
этой задачи предполагаем, что сила трения отсут- 

плоский клин. Начало координат поместим в точке
10 и направим координатные оси х 
и у, как показано на фиг. 1. Тогда 
уравнение поверхности клина будет 
| /(х) = А|х| 9). (1)
■Здесь — угол, составленный 
гранью клина с осью ОХ'.
I Как известно, уравнения теории 
пластической наследственности, свя-

■пивающие интенсивность деформа­
ций е. (/) с интенсивностью напряжений о (О. с учетом ползучести 
материала имеют следующий вид:

■ С УС■ ?•(.,</)] = ?|г((/))е,(Г) = М'> Н'*'՜՝՜^՜^ <2)

Вдесь С О. ■:) — мера ползучести материала, а с - |з. (О| — некоторая 
функция, характеризующая нелинейную зависимость между его на­
пряжениями и деформациями; оба они определяются из опыта в ре­
зультате испытания на простую ползучесть. — возраст материала, 

■ — время.

55



Опытные кривые ползучести для металлов достаточно хорощ0
описываются степенным законом вида

= А'о^О. 131
где А'п и ч некоторые физические константы, определяемые из опы; 
при испытании на простую ползучесть, причем 0<р<1.

Пусть первоначальное касание клина в плоскости ху происходит 
в одной точке, которая принята за начало координат. Положим далее 
что областью контакта после сжатия будет отрезок оси х, 

л <«(/). |
Решение рассматриваемой задачи, которое в сущности состоит? 

отыскании неизвестной функции двух переменных Р(х, 7), характери­
зующей распределение интенсивноеги давления на участке контакт,! 
сводится к совместному решению связанных между собой следующие 
двух интегральных уравнений (*)

Г 
• д/ — V

‘«(X, О — <о(х,') — -— (/т=^ [;(/) —а Л |\
I1
•I 

а(П
| :------- ^7֊; = <“(х, Г) а = —. (—а(Г)<х а (7)).
2 .ч х Л

4(1)

Здесь ; (О — неизвестная функция от Г, подлежащая определению 
в дальнейшем. »*>(х. /) — функция, которая, являясь решением инте­
грального уравнения (4), зависит как от аргументов х и 7, так и о 
неизвестной функции 7 = 7(7), 2а — 2а (7) — ширина контакта, .4 
известная величина, выражение которой определяется формулами

(2 — ш) 51 п — о
Л ’ (Ш —1)/шЫ

О

/(ч) = 4Г I (СО5 1Ь)Л СО8
о

г.
(2 — т I 5։п ‘ о

9 ж

1 С1) - 43(ей 30)' соБ 0 (70
VО

11нтегральное уравнение 
°>(х, 7), как функция времени

(4К которому должна удовлетворяв 
/, учитывает влияние ползучести ма14”
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риала на распределение контактного усилия и представляет собой 
ценное интегральное уравнение Воль герра второго рола, которое

ЛИ­

ДИЯ

различных случаев ядер ползучести подробно ис-

ьледовано н работах (՛ ’ 4).
| Решение уравнения (I) можно написать в виде

1ИН

"• (*, I) = (•; (О - а
I

/?(/,՜) резольвента линейного интегрального уравнения с 

.... V ^С(Г, ֊)

Из (8) следует, что /> зависит также от неизвестной 
;(П.
Уравнение (5). котором՝

(М

ЯЛрОМ

должна удовлетворять Р|д*. I) функция
аргумента д\ представляет собой сингулярное интегральное уравнение 
рредгольма первого рода с ядром

/\'(А\ 5) = $ — л՛

и с правой частью Г), которая является решением интегрального 
уравнения (4). и может быть рассмотрено при каждом фиксированном 
Г как основное интегральное уравнение для изучения вдавливания 
жесткого клипа н полуплоскость с учетом неустановившейся ползу- 
иести. В частном случае, когда = из |4) следует, что

ш(х,'։) = о)(х) = |7 —а Д' | ' (9)

1 интегральное уравнение (5) примет вид

(Ю)

7

II

■ Это является основным интегральным уравнением ыя изучения 
вдавливания жесткого клина в полуплоскость с учетом установив­
шейся ползучести (5).
I Если обозначить через £($, а) решения уравнения (5) при 
и»1д-, 1, то общее решение интегрального уравнения (5), согласно
к), будет

I £ (5, а) ՛.« (х, /) 
йа .՛

Я (д-. а I —

а н
| (д', и) I Я (11) ш

2 ։) ин (1ч)
с! и —



а "

2 с/х} ЛГ (и) .' 
л - «

Здесь

(И)

Л / ( // )

и 
в

( О (5, П) аз
II

(О и а) (121

•••' (5, /) =
|/и) (5, /) 

дз 1131

sin
А ($. «) = (141

Как известно, в нашем случае՝, при неустановившейся ползучести 
ширина контакта 2а зависит от времени Л но здесь и в дальнейшей 
для простоты записи мы часто будем писать 2а без указания ее ар­
гумента Л

Пользуясь формулами (12) и (14), для М ($) получим

где Г (5) — гамма-функция.
Нетрудно видеть, что £(х, и) — четная функция, а <•/($,/), как 

это следует из (8) и (13), нечетная функция, поэтому последний 
член в правой части формулы (11) пропадает и выражение Р(хЛ 
после некоторых преобразований принимает вид

Путем замены переменной $ = И51п? выражение для Ф։(а./. 7) можно 
представить в виде интеграла с постоянными пределами



Ф։ (И. Л ■;) = «' | «> (« 81П 7-, со$’ ‘ 'И/^.
о

(19)

Предполагая для функции «>($, П существование непрерывной и 
ограниченной производной при 5 >0, после дифференцирования под 
знаком интеграла (19) получим следующее соотношение, связывающее 
<!>;(«, Л 7) с Ф։(«»Лт):

(//./, ֊,) (1 (1) (н, Л 7) 4-
и

С (5, 0 $«/$

I (//-—.4-1 
и

(20|

Пользуясь (20). 
убедиться, что •*

нетрудно непосредственным дифференцированием

с! . ...и Ф.
с!и 1

и
. 1 д Г $*•>' (5, г | ds

III (//

Производя интегрирование по частям 
(21) и дифференцируя затем полученное 
иметь

в правой части 
выражение по

равенства
и. будем

•» V1

и

о

Подставляя это выражение в равенство (16). получим

а Ф1 {а, Г, -

//

с1и
------ 11> (23)

Здесь для производной <»'(о,/). очевидно, можно в<ять 
вый предел. Тогда аз (8) следует

ее пра*

где
‘•/(о, /)

т)/Л.
ч

Тогда выражению р (х, И можно дать следующий вид

а Ф, (а, Л 7 р 1Г ди
I йр՜ ~ 

и

•А

и ‘ (П/ ? о»"(5, /)^5
о о

о

V

—(
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1) длина контакта и шестнаЗдесь мог\т иметь место дня случая:•»
и 2) длина контакта неизвестна.

I . Рассмотрим случаи, когда длина контакта известна (фиг. 2). 
В формуле (26) правый член представляет решение с особенностями

Фиг. 2.

п(х,Н из (23) в уравнение 28) и

в точках д* = + а и подлежит со­
хранению только в случае заданной 
ширины контакта 2а ({) = 2а. При 
этом неизвестная функция ?(/) оп­
ределяется из уравнения равновесия

а г*
Р •= 2 р (х, /) 4х. (28

о
Подставляя выражение для 

пользуясь равенством (24), получим

Здесь использовано значение интеграла

Меняя порядок интегрирования во втором 
(29), найдем

слагаемом выражении
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<31 >

Тогда 129) примет следующий вил:

(32)

Меняя порядок интегрирования в последнем слагаемом выражения 
(32) и пользуясь равенством (30 , имеем

<»> (5. /1
51П — и и

------- ------- I 1и1и 1՛
2(1 _и) д’(и)֊; 1

О О
I . Л ‘>^11I (//- 5՜)

Далее, применяя формул}- Дирихле и замечая при этом, что
II

ис!и 1 . п ’----------= =------(а- — 5՜)
I х)и - — I1

(34)

выражению Л можно придать следующий вид:

(I

X5)’ - ш"(Х, /) 1/5.
(35)

Подставляя значение из (35) в (32). получим

к|1 
8111 .

п 2 х к . ( Ь Л ’.) 2-и
Р =------------- «Ф, (а, /, т) -ь ——--------- -  а ~

(1 -(*)- | 2-и

1 — —
X2) - ю"(Х. Г) б/х (36)

Если в соотношении (20) последнее слагаемое проинтегрировать 
но частям, используя при этом выражение (24). то оно примет сле­
дующий вид:
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z/Ф] (и, t, (II. f,

Пользуясь*

К ВИДУ

и

1 l‘z о 
----- («“

9 — U ’ “ » <>
о

и)" (s, /) d5.

соотношением уравнение (36) можно привести

Ф։ (я, t, •;) (38)

(I

I)

sin

»)(s, t)ds

I/ 0 0 \' (a- — s՜)
39)

/

l0(s, Г) = |7(Г) —л s f ~ |7(т) —3|S f/?(/, z)dx.
. -1

(40)

Подставляя (39) в (38). получим

<•> (х. /) ds
I о n\,JI (a2 S-) sin

7’1 I
О

1

1

2 — а

Таким образом, если ширина контакта 2а (t) = 2а задана, то не­
известная функция 7 = 7(0, входящая в формулу для р (х, t) (26), 
определяется из уравнения 41). Это уравнение можно решить при 
помощи численных методов.

2 . Перейдем к рассмотрению второго случая, когда длина кон­
такта неизвестна. Очевидно, что в этом случае значение 7 = 7 (/) тоже 
будет неизвестным. Здесь для определения неизвестных a{t) и 7(Л 
необходимо иметь два уравнения. Одно уравнение получается из тре­
бования. чтобы в формуле (26) первый член, представляющий реше- 
ние с особенностями, исчез, т. е.

Ф,(я, Л
՛՛» (s. t) ds

I (я8 - sV
(42)

а другое уравнение можно получить при помощи уравнения равнове­
сия (28). Подставляя выражение р(х, Г) из (26) в (28) и учитывая ра­
венство 42), после применения формулы Дирихле получим

Ф։(ч, С 7
1՛ <0 (s, t)ds
J у

о

(43)
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I Следовательно, уравнение (43) для определения переменной ши- 
Анны контакта 2а тождественно совпадает с уравнением (38) для 

«пределения функции ; = 7(/), когда ширина контакта 2а(/) = 2ч 
| задана.
|| Институт математики и механики
Г Академии наук Армянской ССР
$ Ереванский государственный университет

Մ- Մ ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ

1||1С* 1|Լ|1||» вПсПИГр Щ1111111) |11Г|>Ш рииГ| ւ||'|Ա 
ՈՏ հաստատված սողքի ս|սւ<ւքւււհ(1երու >Г

Աշխատան բում դ իտա րկվում Է կոշտ սեպի են շամր կիսա Հարթության վրա ոչ Հ ա ս տ ա ւո // ա ։> 

Նւողրի Իններում, երբ լա րված ության ե սոդբի դեֆոբմ ացիայի միջև դոյութքուն ունեցող

կապն արտահայտվում /' աստիճանային օրենքով։ Որպես իիզիկւսկան Հիպոթեզ րնդոէնվ ած Լ 

հղլաստիկէսկան մ տո անզ ականության աեսաթյսւնր, որր, ինչպես ցույց են ասպիս էքսպերի­

մենտալ *» ետաղոտութ յուննե րր, բավականաչափ եշզրիտ րնոէթազրում I մեւոաղների սոզրր։

Դիտարկվող կոնտակտային իւնզրի լոէծումր բերվում է( I ) ե (ծ ) իՆ տերբալ Հավա սաբո ւմ - 

ների համատեղ լուծմանը, որոնցից աոաշինր իրենից ներկա(ացնում !հ հ որոերի երկրորդ սեռի

I ցծայ/ւն քւնսւեէյրալ ^ավասարոււ), //ս/ք երկրորղր' նրև ц հորք ի աոաջին սեոի սինդ ո։լ քար ինտեդ-

\րտլ հավասարում։ (5) սինդուլյար ինէոեզրւպ հավասարման լուձոէմր, Ա'. Դ. Կրեքնի ք 6) աոա- 

յադրած մեթոդի համաձայն, ներկայացվում Լ (1 1 ) տեսբովւ

Մի շարր ձևափոի/ություններից հետո որոշվում / անՀայտ ր(ճ,ք) ֆունկցիայի վերՀեակտն 

ւեսրր (26), որր բնորոշում ի ճնշման ինտենսիվությունը կոնտակտային զծամսւսի վրա։

Հ^Ննարկվոէմ ի երկու զեւզլՀ ], Կոնտակտի ե րկ տ բու թ քուն ր Հայտնի / և 2, Կոնտակտի 

բ 1/աբությր ւ նր անհայտ /;է
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