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О поверхности 1)т пространства Е>т

(Представлено академиком АП Армянской ССР А. Л. Шагнняном 20 IV 1963)

Будем говорить, что поверхность Хт в проективном простран
стве Рп нормализована двойственно, если она нормализована в смысле 
А. 11. Нордена (г) и ее нормаль первого рода содержит характери
стику семейства гиперплоскостей, касающихся Хт.

В этой заметке мы рассмотрим поверхность Хт, вложенную в 
эвклидовое пространство Е>т. Предположим, что нормальная пло
скость поверхности Хт содержит характеристику главных касатель
ных гиперплоскостей, т. е. удовлетворяет условиям двойственной нор
мализации (։).

При этом оказывается, что Хт, удовлетворяющая этим условиям 
при т<^>т — 1, образует определенный класс, который в дальней
шем будем обозначать через От.

Пусть д' — радиус - вектор точки поверхности, а X и X (а, 3, * = 
О а

- 1, — 1) направляющие вектора нормали 1-го рода. Тогда си
стемы основных дифференциальных уравнения Эт имеют вид

10 а ’ , 3
V/ -V/ = /1~г //// X, д) X = — хе 4՜ пХ, 

0 0 а ч а ■ ₽ (| ')
Х,^ —IIе, хс, (/. /, е = 1, 2, • • •. ///) I

1 ле считается, что номер внизу под точкой опущен с помощью 
А,.. а V — символ ковариантного дифференцирования во внутренней
римановой связности, который используется для преобразования ин
дексов.

Если составим условия интегрируемости системы основных диф
ференциальных уравнений (1). то получим следующие соотношения:

Е Км* — П. ~
о ара а

III. ^/(/'^1 = О» IV. — О,
о

а а Т ®
V. 4՜ Л[/ Пк]= О,

₽ ₽ 3 Т

(2)
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где /?*// есть тензор кривизны внутренней геометрии О,п. Как изв?~ 
стно, матрице координаты тензора //// можно привести к диагональ֊ 

ному виду. Тогда из (2 IV) следует, что матрицу координат тензоров
7 .
/1ц приводят к диагональному виду. Действительно. из(‘2։1\) следует

, . 1 1
= 0 при / / или //}//,/= О, по так как ///#=0, то Л/, = 0.

о 0 0

Отсюда следует, что тензоры А//, //,,■ имеют общее главное на֊ 
11

правление (’).
Таким образом мы видим, что на поверхности вложенной в 

1
Л тензоры //,//,•/ имеют общие главные направления, 

о ' ' ‘ >
а

Обозначим орты главных направлений тензоров Л//, ///у соответст- 
о

венно (л/, «,•»•••. (I/). (а։. «/,•••, «,). Но так как в нашем случае 
12 т ъ । •։ • 7 т

главные направления тензоров ///у, совпадают, то

/ 4՜ •‘1^! 1՛ + ' * ' 4՜ ~т - ИЪ ((( ,
о 11 2 2 тт (3)
••։ •> 1 <։
^1/= :0П I (() ֊••• С,„ \i2lCtj,

11 2 2 т т . ,
и 0 0 а 1 -а ‘ ‘ ■; Ж

где (з0, ]). (з0, 1) — главные значения тензоров

/}ч, 1>ц соответственно. Очевидно, все эти результаты верны для по
верхности /)т, вложенной в

Поставим вопрос: существует ли огибающая семейства нормаль
ных плоскостей поверхности 1),п.

Рассмотрим точку

о о
/? = /,«') + п’")Х (4)

0 7
в нормальной плоскости 1Ат и потребуем, чтобы в этой точке они ка
сались некоторой поверхности, т. е.՛ чтобы векторы /?/ разлагались 
по А\ X. Имея в виду (4) и (1)

v а 0 (I Q Л а
Ri = (о) — Ah', — Ah', ) хе 4֊ dt АХ j (- Ад{ А К .4 Д) X 

0 - о ՝ / з ’
откуда но.1 у чаем условия 

О а и
'и — Ah, -Д/// = () или gir.-Ahlr Ahif^O, 

’ О а
Ксли подставим значения тензоров hle, hie из (3) в последнее соотно
шение, получим

I ՝

5()



s
Но так как DetJ^||¥=€), то мы можем определить все А, а это зна
чит. что огибающая существует.

Итак мы доказали, что нормальные плоскости 1),п. вложенные 
в допускают огибающую поверхность. Эту поверхность мы назо
вем эволютной поверхностью.

Рассмотрим случай, когда т = 2. Тогда основные дифферен
циальные уравнения (1) принимают вид:

?/*/ = ИцХ ֊ к),У. Х,= 11,Х.., И. = /?Х,

где ////= д/ хО,Х = Х\?/ X}, }х? г х<, а X и У Обозначают, соот
ветственно, нормальный вектор касательной .гиперплоскости и вектор 
характеристической прямой.

Если мы составим условия интегрируемости уравнения (5), по
лечим

I- 4՜ 2 £»[/
II. = О, III. ^՝|^/|| = 0, (6)

. IV. 4^ = 0,

где есть тензор кривизны внутренней геометрии £),.
Условия (6. II, III) показывают, что тензоры и кц удовлет

воряют условиям кодацции. Если чебышевские векторы тензоров 
А’/у обозначим соответственно //,•, /?,, то для всяких кодацциевых тен
зоров справедливо ((«), § 64, (6)).

. 1 , Vhi — — а, I п А.
4 7։

Ь/ = <2/In А,
4 k

(7)

где .V и А норма тензоров ///,, кц соответственно. 
н к Iе *
Таким образом повеохность £>2 в /.д характеризуется тем, что 

тензоры ///у, /?// кодацциевы.
Если т. п единичные и взаимно перпендикулярные нормальные 

векторы двумерной поверхности А\. вложенной н А՜,. то ее основные 
Дифференциальные уравнения имеют вид

7/Г/= 4-Л17= — а4/,. 4-X/л, |
. I (Ь)

и) — д ( к у т, I,

1 те т\)Г!, Ьц =• п^г,, а у — символ квадратного дифференци
рования во внутренней связности поверхности А\.

Геперь докажем, что если на двумерной поверхности А.„ вло
женной в Е4, тензоры «/,, Ьц кодацциевы, то поверхность А\ двой- 
[ геенна, нормализуема.

Составим теперь условия интегрируемости системы (8), имея 
[’ виду, что в бинарной области альтернацию можно заменить сверты- 
рапием с бивектором а для всякого векторного поля справедливо 
тождество ((4), § 81) где А'-гауссова кривизна. Эти
рловия сводятся к следующим.
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в'* (Հհ<Կ — 1 = Գ
г'А(тА + '՝*«//)= °- 

— <1յծ>'} = 0-

(А) 

(В) 

(Օ 
(Ո)

Условие (9.А) равносильно следующему, которое получим, свертывая 
обе его части с бивектором г'-' Як

2К=^г1П1г'>!(ацатя Ьц1)тк) или К=Х ՝ А'. (10|
I

где I ։
,\ = -1- г1п1г'каиатк, А’ = — е'"'е кЬцЬтц- 
«2 » 2 Т

Но так как на нашей поверхности тензоры «//, кодацциевы, то 
условие (9.В) принимает следующий вид: Л <?

'■\kbj\i = о. * ‘ Н

Свертывая это выражение с Ь т. е. тензором, взаимным тензорх />/*, 
ПОЛУЧИМ Л[А.0?|= 0. или /.* = 0. <

Таким образом мы доказали следующую теорему. - Ж
Теорема. Для того, чтобы поверхность АС, вложенная в 

были И.., необходи мо и достаточно, чтобы тензоры а^, Ьц были 
кодацциевы.

Нели первое выражение (7) умножим на А. второе А сложим и. 
Л к

имея в виду (10), получим выражение 1

^A, + Л'*, = 1 О, К. 
И к 4

которое даст связь между чебышевскими векторами сетей ////, /г0, нор
мами их тензоров и гауссовой кривизной поверхности /X.
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Հ)րո մ սւ1|Լրևու ւթհԼրլւ *ւսւ-սւծւս.ք>յա հա մ*

Մենք կասենք, որ X. րո աէլևրհու յթ (> երկակի 'հ <։ ր մ ,ս ք ,ււ,/,ք ած Հ / * ո սէէսրածու թ 
նա.յ, եթե նա նորմա/աԱքած Լ //.. Պ. Նորղենի (') իմաստով և նրա առաջին սեռի ^"ք 

•—ւր պարունակում Լ XէՈ շոշափող հիո/երհարթո, թք„,.նների [սարակտերիսւոիկըէ
Աէս հողվածում մենք կղխոարկենք X ք» մակերևույթն րնկղմված եվկյիղյան !Հ» 

յա նումւ

Պահանջենք, որ Xm մակերևու յթի նորմալ հարթ,,, թյունր պարունակի շոշափ՛1' 
՚ րպերհարթո. թյոլնների ի. ար ա կս, եր ի ո ,ո ի կ ր և այղ մակերևո, յթր նշանակենք Ը Ո1'

ւէպաջյոէ էյ է/սմծ Է հեէոԼյայր՝
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