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О разрушении решений систем уравнений 
с частными производными

(Представлено академиком АМ Армянской ССР А. Л. Шагиняном 25/ХН 1962)

Хорошо известно, что система Коши—Римана
Ժս* 

аг

а также ее обобщения֊ так называемые системы Карл ем а на*
дю 
аг

= Аю в™ փ С,

коэффициенты которых А, В, С определены во всей (открытой) пло­
скости г и удовлетворяют достаточно общим условиям, допускают ре­
шения, дифференцируемые во всей (открыто։*) плоскости.

Между тем добавление в правой части систем нелинейных чле­
нов, определенных для всех значений г и ад и даже весьма гладких, 
может привести к эффекту разрушения решений, т. е. к отсутствию 
решений, дифференцируемых во всей плоскости. В этой заметке ука­
зываются примеры систем, обпадающих таким эффектом.

1. Рассмотрим системы вида

аг

где д (г) —целая функция и л > 2 — целое число. Будем говорить, 
что ад(~) является решением системы (1) в окрес։ности точки из 
некоторой области (7, если в некоторой окрестности этой точки 

(г) имеет непрерывные производные первого порядка и хдовлетво 
ряет системе (1) в б0. Если ад (?) удовлетворяет системе (1) в окре­
стности каждой точки области 0, исключая, оыть мож< ։, ючки ш ко 
торого дискретного относительно (} множества (7ц, ю о\.цм ։оворить, 
что ад является решением системы (1) в области (7.

-------------- • д 1 / £
1 Мы пользуемся векторной записью: г = х + /у, «- = « + <1*. ֊ 2 +
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Если (7и. — пустое множество, то решение го будем называть 
■регулярным решением системы (1). Для регулярных решений си­
стемы (I) в области 6 имеют место:

Теорем-а 1. Если для регулярного решения го (г) системы (1) 
существует точка г0 (7, являющаяся предельной точкой Оля ну­
лей и՛ (г), то ад(г) = 0 в в.

Теорема 2. Пусть гс'(г)- регулярное решение системы (1) в 
некоторой области в. Тогда ю (г) имеет вид

где о (г) — мероморфная в О функция.
2. Рассмотрим системы вида

— =-а(г)еи\ (3)
дг

где а (г)— целая функция комплексного переменного ".
Если регулярные решения системы (3) определить так же, как 

регулярные решения системы (1), то имеет место
Л еорема 3. Регулярные решения (3) в области О предста­

вимы в виде

го (г) — 1о£ ____ 1 __ _
<р(г) —а(г)г

(4)

гое у г) — голоморфная в С функция и 1о£ обозначает какую-либо 
оОнозначную ветвь логарифма.

I еорема об изолированности нулей для регулярных решений 
системы (3) оказывается неверной, что показывает следующий простой 
пример. Рассмотрим систему вида *

дго
— = — еи. 
дг (5)

Пусть область (7 не имеет общих точек с осью х = 0 и содержит от­

резок прямой л՜ == ֊֊-. Ясно, что в области 6 функция

к'=1о<г֊— • (6)
г • г

является регулярным решением 

заполняют тог отрезок прямой 

ласти И.

системы (5), но тем нс менее нули а՛ 

х=“э который принадлежит об-

Если регулярные решения системы
дю
Ог

а(г)е и՛, (7)
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где a(z) голоморфная r О функция, определить так же. как выше, 
то аналогично получим следующее представление этих решений:

к՛ (2) = log(?(z) a (z)-z), (8)
где ф ^) — голоморфная в (7 функция, a log обозначает однозначную 
ветвь логарифма.

3. В этом пункте регулярные решения систем (1), (3) и (7) рас­
сматриваются во всей (открытой) плоскости Е. Из формул (2), (4) и 
(8) представления решений этих систем видно, что несуществование *
или существование непрерывных во всей плоскости решений этих си­
стем определяется тем, имеет или не имеет корни уравнение

<Ро(г)֊Ф1(г)-й = О, (9)
где Фо (2) и ?1(2) — целые функции. Ясно, что уравнение (9) эквива­
лентно уравнению

f(z) — z = О, (10)
где f (z) - мероморфная в Е функция. Верна следующая:

Теорема 4. Пусть f(z) — мероморфная в Е функция, отлич­
ная от линейной функции и от мероморфной функции, имеющей в 
Е единственный простой полюс, и пусть f (о) =# оо. Тогда уравнение

f(z)-z = Q (11)
имеет корень'.

Обозначим, как обычно, через п (t, а) число корней (с учетом 
кратности) уравнения / (z)—«=0 в круге |z| it. Ясно, что уравнение 
(11) эквивалентно уравнению /0(z) = 2 "՝ где/0(z) = (<). При ма­
лых г>0 величина п(г, г2) равна кратности р нулевого корня функ­
ции /0(z). Будем считать, что р -- 1, ибо при р > 1 имеем /(<?) = <>, 
и теорема очевидна. Если мы покажем, что при каком-ниб\дь r = R 
справедливо неравенство п (R. R՜) 1> то в силу непрерывной зависи­
мости корней уравнения /о(г)=г՜ (г необязательно равен , - ) от 
параметра г на интервале 0 г R найдется такое значение ՛ — 4՝ 
что на окружности |z| окажется корень уравнения /о(-)=гр т-е- 
будет доказано существование корня уравнения (11).

Итак, нужно лишь доказать, что при некотором R верно 
п (R. R2) >> 1 а это доказывается на основании теории мероморфных 
функций Неванлина (1)՜.

* Идею доказательства этой теоремы мне указал Б. Я. Левин, которому я вы
ражаю искреннюю благодарность.

2 Если /(г)— линейная функция, то простол пример показывает, что теорема 4 
неверна. В само,, деле, положим /(л) - ж (» + 2՝. т. е. /. (ж) = ж + 2. Ясно, что урав- 

пение г ф 2—֊ — 0 не имеет корней.

комплексные числа, причем а -в, 4֊ ю3, Ь — Ь3 4- /7’2, /’1

где а и Ь г.остоянные 

отрицательное число и

Г I Ь
Положим теперь, Т(г)= , ±՜՝ г‘ *• , + а



Из теоремы 4 сразу получается следующая теорема.
Теорема 5. Системы (1), (3)// (7), коэффициент а {г) кото­

рых—целая функция, могут иметь решения непрерывных во всей 
(открытой) плоскости лишь в том случае, если отношение а(я 
к целой функции и (г), участвующей в представлении решения, яв­
ляется линейным или обратным к линейной функции.

4. Здесь мы сформулируем две теоремы о решениях уравнения

Д// = Ь (х, у) е‘1(х-у) (12)

где log/? (х, у) — гармоническая функция в некоторой области G, ко­
торые являются простыми обобщениями теоремы Ниче.

Теорема 6. Пусть действительная функция и(х,у) дважды 
непрерывно дифференцируема в кольце 0 < х2 4-у2 < г2 и является 
там решением дифференциального уравнения (12), тогда и (х, у) в 
окрестности нулевой точки или дважды непрерывно дифференци­
руема. или имеет одно из следующих представлений

1. и{х, у) = (р 1) log (х  4-у ) 4՜ Ф (х, у) — log/г (х, у) р > О2 2

2. «(х,у)= log(x  + y ) —21og|log(x -f֊y )|4-6(x,y) —logAi'x.y)»2 2 2 2

гае Ф(х, у) и Ь(х.у) в круге х2 4֊ у-< г2 непрерывные и в кольце 
О О2 — у2 г- аналитические функции, причем при приближении 
к нулевой точке *

фг, фу = О(р2/»-1),

‘Ь, -by = 0(р-11 Iog-2p|),

Ф.ГЛ,, ф.су։, Фуу = 0(р+^֊2),

фхг,, ф.гу,, -ЬГу = О (Р.21 log 2РI), 
(где р2= л2 4- у2).

Теорема 7. Пусть действительная функция и (х, у) регу­
лярная в круге х- 4֊ у2 < г- и является там решением дифферен­
циального уравнения (12). Тогда справедливо неравенство

3 
У I

у ехр(м(о, о) ֊h k(o,o)) ■

5. Если воспользоваться теоремами 6 и 7 и определять 
иые решения системы

- 1 — dw F(.z) J*!*)— = а • е -е 
дг

где « = const, /՝(?) — голоморфная функция в О, так же 
систем (1), то потучаются следующие теоремы.

регуляр-

(13} 

как для
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Георема 8. Пусть w (z), регулярное1 * в кольце o<^\z\^r 
решение системы (13), тогда в нулевой точке к'(^) ила регулярное 
или имеет один из следующих представлений

1 Нам придется рассматривать многозначные решения системы (13). Для наших
целей достаточно ограничиться лишь таким случаем, когдт в любой точке области
все ветви многозначной функции имеют одну и ту же производную. Эту производную 
мы будем называть производной рассматриваемой функции.

1°. w(?) = (/? — 1) logzz-ф Ф (z)

2°. w (z) = - log zz - 2log | log zz | 4- -b (г),

ide КеФ(г) и Re'b(z) непрерывные в круге |г г однозначные функ­
ции, а 1|пФ(г) и 1тф(г) (вообще многозначные) гармонические 
функции в кольце о < i z | < г.

Теорема 9. Пусть ic(z) регулярное в круге |z| г решение 
системы (13), тогда справедливо неравенство

__________8___________
ехр (ReF (о) + Rew (о))

Из теоремы (9) следует, что система (13), где F (z) целая функ­
ция, не может иметь непрерывных во всей плоскости решений.

6. Аналогичным образом доказывается, что и система

dW Л(г) 2՜®^)
— = а-е е " 
dz

где а = const, F(z) — целая функция, нз имеет бесконечно дифферен­
цируемых во всей плоскости решений. При доказательстве исполь­
зуется отсутствие бесконечно дифференцируемых во всей плоскости 
решений уравнения (3)

±а = е~и.
Настоящая работа выполнена под руководством Б. В. Шабата, 

которому автор приносит глубокую благодарность.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

U. Ծ- ՍՍՐԳՍՅԱՆ

Ս*ւսսհւս1|սւՈ i»id»uGjj։։iuGbi-in| հաւխււսսրւո ifՐւհւփ ււիււտեւք GLr|> 

լւււ diicif(>bi |i |ui|ifuiG tfiuujifi

Գխռսրկվո. մ են հեաևյալ սհ>պի սիստեմներր

dw ո 
— = aw ՚

dw ս, 
- = օր •

dz

dw
dz

— w ас

i —-
dw շ՜«”
- =aoe -e
dz

i -
dw F(z) - •>“'
-= = * <’ * dz

•('•'•Լղ а (г) Ь Г{Х) ամբողջ ֆոէ-նկցիաներ /Л/, — ՕՕՈՏէ-
Ապարռ^ում է. пр այս սիստեմները ամրողջ հարթության վրա չո .ն /.Ն .ս^,»

•‘"հղամ լուծումներէ

275



Л И Т Е Р А Т У P A — ‘Ь 1' U. h tl. Ъ П I» f> 3 П 1՛ Ъ

1 P. Неванлина, Однозначные аналитические функции. М—Л.. 1941. 2 Nitsche, 
Math. Zeitlschrift, vol. 68. 316 (1957). ’ Л. Л. Гольдберг, Известия высших учебных 
заведений, № 3 (4). 1958.


