
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՌ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 9.ԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ А КА Д Е М И И НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

XXXVI 1963 ՜ տ՜ ՜

МАТЕМАТИКА

Н Д. Пецко

Бикватернионные эллиптические пространства и их
применение к вещественным геометриям

, (Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 26/Х1 1962) 
&

Н. Т. Аббасов О определил бикомплексные эллиптические про
странства над бикомплексными числами а 4 где а, ^ — комплекс
ные числа а + 3/, а в работе (2) определил бикватернионные эллипти
ческие пространства над бикватернионами а 4֊ Ы <- с/ -֊- где л. Ь,

.с, (I комплексные числа (см. также (3)). В настоящей работе мы
рассматриваем бикомплексные бикватернионные эллиптические про-
странства над бикомплексными числами и бикватернионами, где а, Ь, 

\C.ci— комплексные числа вида а 4- ЗЛ двойные числа вида. з4-₽Л 
£2=4-1 и дуальные числа з 4-£2 = 0, единицы, /, Е и е которых 
перестановочны с единицами I, /, к. Эти пространства являются част
ными случаями неевклидовых пространств над алгебрами, изучавши
мися М. А. Джавадовым (4).

Комплексные кватернионы образуют кольцо, изоморфное полному 
кольцу комплексных матриц второго порядка, двойные и дуальные 
кватернионы образуют кольца, изоморфные кольцам бикомплексных 
матриц второго порядка, причем изоморфизм устанавливается соот-
ветствием

а 4֊ М -г <7 +
а 4- сП 

— Ь 4֊ сч
Ь 4- с I 
а — сП

Будем обозначать кольца бикомплексных чисел, соответственно, 
Я(/. /), /?(/. Е) и Р(/, е), а кольца бикватернионов, соответственно. 
Я (А 7, /), R(^, £) и Я (Л /, £).

В кольцах /?(/,/), Я(1՝Е) и /?(/, 0 можно определить три 
вида бикомплексных чисел, сопряженных с числом Л а — Ы, Л = 

«= а — Ь1 А = а ±Ь1, А = а — Ы, в кольцах R (с\ /\ I), R ((Л 7, Е) и 
R И, /, £) можно определить три вида бикватернионов, сопряженных 
с бикватернионом

А = а ± Ы -±- с) 4՜

А = а —Ы — с] — сПс. а — Ы — </’ — մհ.
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Эги преобразования являются инволюционными преобразованиями 
причем все указанные преобразования в кольцах бикомплексных чи^

& От »
сел являются автоморфизмами (например, а£ = ар), а все указанные) 
преобразования в кольцах бикватернионов являются антиавтоморфиз-

~ 2- |
мами (например, оф = ра).

II. Т. Аббасов (’-2) определил //-мерные бикомплексные и би- 
кватернионные проективные пространства Рп(/\ /) и Рп(1, /) и эл-

2г л
липтические пространства 5Л (/, /) и 5Л (/, у, /) надкольцами /?(/,/) 
и /?(/, у, /). Заменяя в определении этих пространств кольцо /? (/, /и 
кольцами /? (/, Е) и <? (/, г), а кольцо /?(/,/, /) —кольцами
Е) и /?(/, /. е) мы определим //-мерные бикомплексные и бикватер- 
нионные проективные пространства Рл(/, Е)у Рп(1У е), Рп(Е Е) и

са
Рп(1уу\ £) и эллиптические пространства 5Л (/, Е), 8п(1уг), 

и 5., (/, у. з).
Группы проективных преобразований (коллинеаций и корреляции) 

пространств /\ (/, Е)у Рп(1, г), Рп(1у Е) и Рп(1у у, г) и группы 
с. • *։ а а

движений пространств 5„ (/, Е), 8п(г, г), Зл(/, у, Е) и 5„(/, у, е) оп
ределяются аналогично группам проективных преобразований прост
ранств Рп(Е 1} и Рл (/, у, /) и группам движений пространств 
о а
5Л (/, /) и 5Л(/, у, г), определенных Н. Т. Аббасовым.

Теорема 1. Пространство Рп(1, у, /) допускает интерпре
тацию в виде многообразия прямых комплексного проективного 
пространства Р2л_|.1(/), причем группа проективных преобразований 
пространства Рп(։, /, /) изоморфна группе проективных преобразова
ний пространства Р?л+1 (/). При этой интерпретации всякой ///-мерной 
плоскости бикватернионного пространства Р„ (/, у, /) соответствует 
(2/// 1)-мерная плоскость комплексного пространства Л>л+1(/).

Теорем а 2. Пространства Рп (/,у, Е) и Рп (/, у, е) допускают 
интерпретации в виде конгруэнции прямых бикомплексного проек
тивного пространства, соответственно Ргл+1 (/, Е) и р2п+\{1> г), при
чем группы проективных преобразований пространств Рп (/, у, Е) и 
Рп (Е у, О изоморфны факторгруппам групп проективных преобразо- 
В1ний пространств /<>лН (/, Е) или /А>л + |(/, г), переводящих в себя 
каждую прямую конгруэнции. При этой интерпретации всякой ///-мер
ной плоскости бикватернионных пространств Рп(1, у, Е) и Рл (/,/', г) 
соответствует (2/// 1)-мерная плоскость бикомплексного пространства, 
состоящая из прямых конгруэнции.

Хм
Теорем а 3. Пространство 8п (I, /) допускает интерпре

тацию в виде многообразия прямых комплексного эллиптического 

пространства 5_>л+](/), причем группа движений пространства 
9 _

/) изоморфна группе движений пространства 52л + ։ (/').
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Теорема 4. Пространства 3„Ц, у, Е) и $„(/, у, ։) допуска
ют интерпретации в виде конгруэнций прямых эллиптических 

см е
пространств 8<2п+\(1, Е) и Лая+|(/, е), причем группы движений 

2г
пространств 5'л (*, У, Е) и 8п (I, у, г), изоморфны факторгруппам 

групп движений пространств 52я+1(/, Е) и 52яН(Л г), переводящим в 
себя конгруэнцию по подгрупгам этих групп, переводящим в себя 
каждую прямую конгруэнции.

Эти теоремы являются аналогами известных теорем об интер
претации антикватернионного проективного пространства Рп{1. в 
виде многообразия прямых действительного пространства Р2п^\ ком
плексного и двойного проективного пространств Рп(1) и Рп(е) в виде 
линейных конгруэнций пространства Р2я 1, комплексного и кватер

нионного эллиптических пространств 8п (/) и 5Л (/, у) в виде паратак
тических конгруэнций прямых эллиптических пространств £_>л 1 и

$2л-»։(0 и антикватернионного эллиптического пространства $я (/, е) - 
в виде многообразия прямых симплектического пространства ։ (Ъ.

Теорема 5. Точки бикватернионной эллиптической прямой

51 (/, у, /) можно взаимно однозначно отобразить на прямые 5-мер
ного эллиптического пространства 83, причем группы движений

5։ (Л у, /) и 55 изоморфны, а метрические инварианты двух точек

5։(/, /, /) совпадают с метрическими инвариантами соответственных 
прямых 55.

Теорема 6. Точки бикватернионной эллиптической прямой

(Л Е) можно взаимно однозначно отобразить на гиперболи
ческие прямые 5-мерного гиперболического пространства 5֊, при-

Йе
чем группы движений пространств 5։(/, у, и изоморфны. >1

метрические инварианты двух точек 5,(г. у, I) совпадают с метриче- 
скими инвариантами соответственных прямых 85.

Теорема 6 вытекает из того, что точки прямой 5,(т, у, £1 в си
лу теоремы 4 изображаются прямыми конгруэнции в пространс ве 
5 (, Р) а прямые этой конгруэнции в силу интерпретации, анало
гичной интерпретации Плюккера, изображаются точками абсолюта 
пространства которые, как показано в нашей работе ( ), изо
бражают гиперболические прямые пространства ։5։. Эта же теорема 

может быть получена и благодаря изображению точек прямой 5, (/.у, 
Е) парами точек проективной прямой /<(<՛, у), которую можно рас
сматривать как расширенное пространство кватернионов, а пары точек 
этого пространства в силу интерпретации Штуди ( I изображаются
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парами точек абсолюта пространства '35, т. е. гиперболическими пря

мыми этого пространства; при этом группа движений прямой 5։ (/, / 
£), группа проективных преобразований прямой (г, у), которую 
можно рассматривать как группу дробно-линейных преобразований 
кватернионов, и группа движений пространства 1£5 изоморфны.

Теорема 7. Точки бикватернионной эллиптической прямой

5՝։ (<* У, г) можно взаимно однозначно отобразить на прямые 5-мер
ного евклидова пространства Т?5, причем группы движений простран

ств (/, у, е) и R՝ изоморфны, а метрические инварианты двух

точек 51(/, /, г) совпадают с метрическими инвариантами соответст
венных прямых пространства R5.

Теорема 7 вытекает из того, что точки прямой 5։(/, у, е) в силу 

теоремы 4 изображаются прямыми конгруэнции в пространстве е), 
а прямые этой конгруэнции в силу интерпретации, аналогичной ин- • _ •
терпретации Пл юкке ра, изображаются точками абсолюта пространства 
15, (г), которые, как показано в нашей работе ('), изображают пря
мые пространства /?5.
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