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Об одной задаче для
I

дифференциально-функциональных 
уравнений

(Представлено академиком АН Армянской ССР ЛА. ЛА. Джрбашяном 19/ХП 1962)

Для дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом 
адачи с начальными данными рассматривались в основном лишь в 
лучае „односторонних՝4 отклонений аргумента (запаздывание или опе- 
1ежение). В подавляющем большинстве случаев ставилась так назы- 

_ _ _ 991аемая основная начальная задача-, степень корректности которой 
[римерно такая же, как и у начальной задачи для обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Корректность иных начальных задач, 
сак правило, требует жестких ограничений на уравнение и сужения 
масса функций, в котором ищется решение. По-видимому, первый 
если не единственный) результат в этом направлении получен Доссом 

। Насром (2). А. Б. Штыкан (3) предложил метод графического инте- 
рирования для более общих задач, однако в работе (’) А. М. Звер­
ин, Г. А. Каменский и С. Б. Норкин показали, что, вообще говоря, 
|рименение подобных приближенных методов недопустимо без строго- 
о обоснования и, в то же время, предложили несколько иных инте­
ресных вариантов начальных задач.

В предлагаемой работе сделана попытка общего подхода ко всем 
помянутым выше задачам при отсутствии каких-либо существенных 
•граничений на характер отклонений аргумента.

§ 1. Постановка задачи. Теорема существования. 1 . Пусть 
•ператор У(х, у)= (У>}՞ (—оо<а х<р< + °о, л.> 1) опреде­
ли на множестве кусочно-непрерывных ограниченных вектор-функций 
(О = (а < ф(П=ф(/ —о), <р(а)=?(*+о)
Функции | Ук (х, ?) | интегрируемы на (а, !3).

Наложим на V следующее ограничение, аналогичное условию 
ппшица

Относительно
110 С). § 1.

постановки основной начальной задачи см. обзорную ста-
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(интегрирование производится по/)» где р/л—неубывающие по / функ­
ции. не зависящие от у и ф, и все функции 

л
О (С/г = 1, 2,-•и) (Г)

* а 
интегрируемы по х на (я, £).

На отрезках я) и [р, /;] соответственно зададим однопараме­
трические семейства кусочно-непрерывных ограниченных вектор- 
функций « (/, с) = |?А,Г(։ и ф (/, с՝)= |фА)՞ (— ос < с < + оо), компо­
ненты которых удовлетворяют следующим условиям:

I О) “?*(*» сг) Ф<(/) О -/Д <РА(а. = С
(2) а Л

ФА. (/) г//< 4֊ ос (а</<а, Л = 1, 2, • • •, п)
К/ а

֊•>»(<,«։) ч; (01 Г, - С» I, <1' (?, с) с

(3)
6 Л 
^4(0^/< + оо, (3 /<£, £ = 1, 2,-.., П).

Случай 1 = а (или 3 = /;) не исключается из рассмотрения: простое 
этом случае семейство <р(/, с) (или ф (/, <?)) вырождается в семейство 
точек с абсциссой я (или р), и необходимость в условиях (2) (ипи 
(3)) отпадает.

Определим теперь оператор 14(х, ;), (я на функциях
И/)-1;к;՞ (я ։ 3) следующим образом:

где
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Задача, рассматриваемая в дальнейшем, ставится так: ищется абсолютно 
непрерывная вектор-функция у (л) = (уЛ(*)и (а •*<£), производная 
которой почти всюду на (а, Й) удовлетворяет уравнению

/(*) = V, (х, у) (5)
И

у М = у°, л ■< *0 < ?. . у0 = Ь’21?

(—оо < у^ < И-ОО, к = 1, 2,-• •, я). (6)

Уравнение (5) является общим дифференциальным уравнением с от­
клоняющимся аргументом, причем функции в условии (1) точно 
характеризуют отклонения. Если х0 = а (или х0 = 3), то из семейства 
?(х, с) (или Ф (лс, с)) автоматически выбирается одна функция и не­
трудно видеть, что в этом случае постановка основной начальной за­
дачи для уравнений с запаздыванием (или опережением) входит в 
схему задачи (5) —(6).

2 Обозначим
п

вк(х)= 2
/-1

<М*Ир,а (^0 4֊
а

л 3 I
4- О 4֊ ^(*» О («<* <?, к = 1,2,---,л). (7)

3 а )
Теорема 1. Задача (5)—(6) имеет единственное решение, 

если

(8)

Доказательство. Покажем, что в условиях теоремы опе­
ратор

/.у = у»+у1/г (Лу)Л (а<х<?) (91

х.
осуществляет сжатые отображения в классе непрерывных на [з, 3| 
вектор-функций с обычной метрикой

||«||в шахтах |©Л(/)|, ?={$*};' (10)

(6= 1, 2,---, п).

Действительно, пусть Ус = {V?}", тогда, обозначив

л (0-(У* (<));, < = у1(«). =
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(а / = 1. 2; *=1, 2.. ■•,«),

III (1) —(4) получим
ап с

I V*(х, у,) ֊ I/; (X. у,)I < \] !с) ֊ г; I ФЛО (X, О +
' Ч У

+1 </՛ - <Р, |’ф, (/) ф,։ (X, о + (՛ IУ1 (0 - У'; (О! <*>,» (х, п
к) VР « /

Кк(*)\\У1~ У2| (»<* 3, /г = 1, 2,..., л), (11)
I

откуда и следует утверждение теоремы.
3 . Сделаем несколько замечаний к теореме 1.
а) Условия теоремы в некотором смысле являются точными, как 

показывает следующий пример. ,
Рассмотрим уравнение

у’ (х) = р(х) у (х 4- 1), О^х<фч (12)
где

I 2 (1 — х) при 0 < х < I/> (л) = ' 1
10 при 1 < х + эо.

Легко проверить, что все непрерывные решения уравнения (12) не­
прерывно дифференцируемы и выражаются формулой

. . |сх(2 — х) при 0 < х < 1у(д)= ' н
I с при 1 < л -ф оо

(124

(— ОО С 4֊ «).
Нее эти решения проходят через точку х = 0 и, таким образом, за­
дача с начальными данными у (х0) = у0 (х0>0) для уравнения (12) 
корректна лишь в случае х0 > 0. К тому же выводу мы приходим, 
применив теорему 1, так как

= Гр(0^ = (1 -л-0)2 (0- х0 • 1).

б) Условия (1) 
лом“, скажем, при

могут выполняться для оператора V (х, ®) „в ма-

||ф(х) — у°|| с А (//>0). (13)
11етрудно видеть, 
вой, если

что в этом случае теорема 1 остается сираведли-

К (/,?)</£ < А (а < х < £). (13')

196



в) При фиксированном х0 решение задачи (5) — (6) непрерывно 
зависит от у°. Зависимость от начальных данных будет непрерывной 
при |х0 — xi |<о (3>0), если на том же отрезке условия (8) выпол­
няются равномерно.

г) Случай х0 = ± оо (если а = — ос или 0 = + со) не исклю­
чается.

д) При соответствующих условиях типа (1) .аналогичную теоре­
му можно доказать и в случае, когда оператор V (л*, о) зависит от 
значений функции ?(/) и ее производной („нейтральный/ тип).

§ 2. Выделение волътерровской части. В дальнейшем остано­
вимся на случае х0 = а.

Г. Обозначим V = 1/+, если оператор V вольтерровский, т. е. 
рм(л\/) = const при t > х. В этом случае, очевидно, 3 = b и задача 
(5)—(6) фактически является основной начальной задачей, для кото­
рой ограничение (8) оказывается лишним, как показывает следующее 
обобщение теоремы о существовании решения основной начальной 
задачи*.

Теорема 2. Если V = 1/+, то задача (5) —(6) при х0 = а 
имеет единственное решение.

Доказательство. Пусть
Л

У„(>) = У°+('к(Лу„_,)Л

а

(а С х < 3, д > 1), (14)

где у0(х)—некоторая непрерывная на [а, 3] функция. Обозначив

Дл(х) = max | у (0~ У„_։ (01, («<*<?, л>1), a ( X
(15)

из (1) и (14) получим 
- X

Д„ (х) ( Д (/) Д„_, (О Л (л>1).

а 
I 

Л* • -

где функция А (х) = j d? (х, /), согласно условию (1՜). интегрируема 

а

на (а, 3). Следовательно, 

откуда и следует теорема.

* Дальше ради краткости полагаем п •= 1, хотя все нижеследующие резуль­
таты без труда распространяются на случаи системы уравнений.
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2'. Уточним теперь теорему 1 при х0 = а. выделяя в некотором 
смысле из оператора V вольтерровскую часть. Для этого введем 
вс пом о га тел ы । ы й о п е ратор*

(16)
где

Ф*(0 =
<Р1(0 

ф2(0

при 
при

а. < t < X 
X<t<^ <IG')

л обозначим
•r-iO

Д (z) = </p(z, t),
</ 
о

P ft
B(x) = d^x.t) + j V(/)rfp(x, /). 

ЛЧ 0 p
(17)

Теорема 3. Задача (5)—(6) имеет единственное решаии
при х0 = а, если

₽ ( 3 1
О = ^В (/) ехр А (/,) dtx dt <

« I t I

(18)

Доказательство. Обознач и м
Л

У„ (х) = /+ | I/, (/, ул, y„^).dt
1

(а < X < р, л > 1), (19)

где у0(х) некоторая непрерывная на |а, р] функция. Последователь­
ность (y„(z)J։՝ существует и единственна в силу теоремы 2. Из (1). 
(16) и (17) получим

г дгл
Л«(х)< 4(0Д„(0Л +(а<х<₽), (Я 

V <7
в а

где УДх) определяется формулой (15) и △л = Дл(р).
Из условия (18) и оценки (20) имеем

г f с 1
A.W ;А,-1 В(0е։р (20՛)

v/ tj
a I / /

откуда Дя "6՞ ’^֊^o (т—>oo), т. e. последовательность iye(*)li 
равномерно сходится на |а, р], чем и заканчивается доказательство. 

• • «>•«»->
В этом построении У = V (х, 7) рассматривается как функционал, дависв' 

шин от параметра х.

198



3°. Особый интерес представляет случай — оо<а< + ос, 
^-|-оо. В этом случае результаты Догса и Насра (2) значительно 
перекрываются теоремой 3, однако последнюю в некоторых случаях 
можно уточнить, полагая 0 = 1. Именно, пусть р (х, t) = const при 

(х) < + °о). Обозначим 7о(х) = х, rjx) = 7 (;л_, (х))
(п > 1 )• 

Теорема 3'. Если

(а^х < -I- ос) (21)

и

и — °(тя (х))} - 4- оо (а<х<4֊оо), (22)
л—1

то задача (5) ֊-(6) имеет единственное решение при х0 = а.
Доказательство. Повторяя начало доказательства теоре­

мы 3, вместо оценки (20') получим такую
гт—1

М*)^ в(х)Лл-։(71(х))^ Д1 П° (?*(•*)). (a<JC<4֊oc). (23)
Л-0

Вейлу условий (21) и (22) произведение в правой части оценки (23) 
расходится к нулю при п —> оо и равномерно ограничено единицей 
при 2^х<^-4-°с, откуда и следует теорема.

4°. При исследовании функциональных уравнений

y(x) = L(x, у) (а^х<?), (24)

где оператор Ь зависит от значений функции у(х) на (я, р], можно 
также выделить вольтерровскую часть, применив стедующин метод 
поел е до ва те л ь н ы х п р и бл и ж е н и й

гя(х) = £*(х, у„, уя_,) (п > 1), (24')

где оператор £* строится из £ по схеме (16) —(16') и функция у0(х) 
задана. Существование функций уп (х), являющихся решениями воль­
теровских уравнений, можно обеспечить соответствующими усло­
виями (см., например, (5)).

Уточним теперь теорему 3, потребовав дополнительно, чтобы 
Функция 

л*
ш (X, I) — р (и, ^и (։ х, / ■֊-֊֊ 3) (25)

а

։,ыла абсолютно непрерывна по /.
Обозначим

К։(х, О = <<■ (х, 0: А'л(х, /) =

199



.г
Га\-1 (Д', «) А1(«, 0 йиу

I
п > 2,

А (х, Г) = \ КЛ(х, О, 

л-1
(26)

з
С? (л) = ( А (л*, и) ди 4-

к)
X

ь

II
Ч* (/)^р(л, /).

₽

Применив схему, приведенную в начале этого пункта, к опера­
тору А. определяемому формулой (9), получим следующий результат.

Теорема 4. Если
ч

X

У(х) + (27)
а

то задача (5) —(С) имеет единственное решение при х0 = а.
Как и в теореме 3', в некоторых случаях можно положить.

0=1. ՛ ՛• • • .. - '•
5 . В случае линейных уравнений теоремы 2—4 можно усилить. 

Рассмотрим, например, простейшее уравнение
у (д) = бг(д)у(л-) 4-/?(х)у(х4-1)4-б?(х) (л0 л < 4- оо), (28) 

где : . । ?
ечс

1с(Г)^<4-эо. (28')՛
г

Начальная задача у (х0) = у° для уравнения (28) имеет единствен­
ное непрерывное и ограниченное решение, если

и

X ( х \
''(■х) = ( I * (О I ехр ( а (/,) Л, <// < 1

А , 1? I
чр.1 »1 < -с

2 {1 — 0 (х 4-л)) = 4֊оо. х0<л<4֊ос 
п - О

(29)

(29'1

(аналог теоремы 3'), или

X ехр

| /7 (/х— 1)'1г//1|а(О4֊^(/֊ 1) X

(30)
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II \ — Կ (x ՜ւ՜ Ո) ք = + °°
Ո -0

Աօ *< + «>); (30')՛

где принято /;(х)=0 при х < х0 (аналог теоремы 4).
В условии (29) учитывается знак функции я(х), а в менее огра­

ничительном условии (30)—знаки а (х) и Ь(х). Подчеркнем, что при 
выполнении одного из этих условий обеспечена единственность лишь 
ограниченного решения, что .хороню иллюстрируется уравнением

у' (х) = 2хе~2х՜1 у (х 4- 1) ос 131)

обладающим семейством неограниченных решений

у (х) — сех' с 4= 0). (ЗГ)
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Լ Р. ՆեՐՍեՍՅԱՆ

'ՒիֆԼրԼ0<)իււււ-ֆու61|<յ|ւււՈւսւ հավասարո։ iP(ibr|։ liuiiftur 
il'ji |uGt|p|i if ասին

n
1 ո ՝? Г) JFUJIO ս ա հ մ աՆ վ Ш<У է

a ծ ի ւխա սէսհմանափակ հ (Г) ՜ 1 */. ! n
1

վեկտոր-

ֆոէ աներfi rjujunt if ե րավարարո։ մ Լ ( /)

•/րա համապատասխանորեն и ա հ մ ան ե Ն ր О (X, f) 
եիրներր, որոնը րավա րա րո ւ_ւ/ են 5) ե ( •? )
խնդիրը' ղտնել у (л) (а 

v / v \ — «|0 /м , ft t»0

3) w

սլա յմանին: а| և | յք /? | Հ ա tn վ ա ծն ե ր ի՝
և ձ» (х, С I վեկտոր-ֆունկցիաների ընտա- 

պայմաններին։ Դիտարկվում է հետե յա]
վ ե կտՈ ր — ֆուն կց ի ա է ո րր րա վարարում է

= ՚ ՝А ՚ նախնական պայմանին ե0

y’(x)=V(x,y) (յ X 3)

հաւիս и ա ր tf ան ր ք րն պ սրում այս հավասարման մ ե Q (Л‘) ֆու֊նկցիան անրնղհատորեն շա- 
րունակվու ‘ք է խ. *] և 13. ծ] հատվածների խա և Ն ընտանիքների միձհքյով։

տ ա րյ վ ա ծ
պայմաններ։ Д н = 4 դեպրում սահմանափակումները էըրսլիորեն թո։ լացվում են:

ն^ված խնղրի լուծման ւլոյու քմյո։նր և միակո։ քմյունր ասլահովողեն
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