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(Представлено академиком АН Армянской ССР А. II Алиханяпом 4 XI 1962)

В предыдущей работе О были получены асимптотические выра
жения для вектор-потенциала поля движущейся заряженной частицы 
1ри наличии двух диспергирующих сред. В настоящей статье дается 
[трогий вывод точных решений волнового уравнения для вектор-потен- 
Ьиала поля в случае двух диспергирующих сред.

Для решения поставленной задачи вспомним, что решение урав
нения для Фурье-компоненты вектор-потенциала, удовлетворяющее 
нулевым граничным условиям на бесконечности, записывайся в виде.

(г') 6՝, (г Z) dr\

где (г г) функция Грина. В случае одной бесконечной среды ее 
можно выбрать в виде расходящейся сферической волны (что 1001- 
ветствхет выбору запаздывающего потенциала ():

где /? = г г' .

Обратимся теперь к построению функции I рина в <лучас двух 
сред. Первую среду будем характеризовать диэлек «ричес. кой прони 
мемостыо Յյ (ա), а вторую з2 (•»>).

I Выберем систему координат так, чтобы плоскость а у совпадала 
է границей раздела сред, |а ось z была направлена из щрвой <р<ды 
ВО вторую.

Для построения О,,\гт' рассмотрим отдельно два случая.
а) Источник находится в первой среде, т. е. հ Ղ Если оы 

первая среда занимала все пространство, то функция I рииа опреде
лялась формулой (2) с г = Однако в рассматриваемом слу
чае она занимает только полупространство г < 0. Поэтому выражение 
12) с г - • , («>) необходимо умножить на функцию Н ( Д, которая равна 
единице при г 0 и нулю при г > 0, и учесть еще наличие границы 
Раздела сред. Для этого добавим к •» ( -) решение однородного
Равнения, не имеющее особенностей в oo.iacin . <ՀՂ В качен bv |ч 

1||риия возьмем выражение
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А>1=՜.,՜ I М*и). ~ [(.V л')- (у у')-’ У]1.с-
* произвольный коэффициент.

Ясно, что этот член не имеет особенностей при г<^0, г' <г0 , 
поэтому является решением однородного уравнения. Сумма вышеукД 
занных двух членов дает поле в полупространстве /<0. Очевидно! 
однако, что в полупространстве и >0 тоже должно существовать не
которое поле, так как в противном случае мы не сможем удовлетво
рить граничным условиям.

Это поле мы запишем в виде:

Как видно из этого выражения, оно нс имеет особенностей при : I). 
Поэтому поле единичного источника в рассматриваемом случае можно 
записать в виде:

» (--) R -т а» ( -г) ■<֊ 1) (г) R. (5|
б) Источник находится во второй среде, т. е г' > 0. В этом 

случае мы поступаем совершенно так же, как и в первом случае. В 
результате получается выражение, отличающееся от (5) только заменой 

П(—г)Г-П(г).
.Для определения коэффициентов (5) воспользуемся интегральным 

представлением сферических воли (см. формулы 17, § 18 (л)

(61

। де /., </ компоненты /г и г — г' в плоскости лу. Применяя эту 
формулу ко всем членам в выражении (5) и к аналогичному выраже
нию при. г'Д>0 и, для простоты, сохраняя обозначения коэффициен
тов*, запишем поле при г'<^0 в виде:

а при в виде
֊*֊

* При гаком переходе вторые и третьи члены в ннженаписанных формулах 
перестают удовлетворять однородному уравнению для функции Грина.
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11з самого построения этих выражений видно, что они в отдельноеги 
должны удовлетворять граничным условиям и что полная функция 

Грина равна их сумме.
При определении коэффициентов в (7) и (8) мы ограничиваемся 

рассмотрением случая, когда плотность тока имеет только компоненту, 
нормальную к границе раздела сред. Тогда вектор-потенциал будет • 
иметь только компоненту Аг, через которую тангенциальные компо
ненты полей выражаются в цилиндрических координатах следующим 
образом:

г, с д2А™~Н„ - •=---------- е-, =-------- ---— е., , (9)
(Ь ц»- е^д?

к * I

где е- и ^—единичные векторы вдоль направлений ? и р. Непре
рывность тангенциальной составляющей магнитного поля, согласно 
первому из двух уравнении (9) и формуле (1), эквивалентна непрерыв
ности функции Грина при 2 — 0, т. е.

(7л(г<0) г о=С7Н2 > 0) |г~о, (Юа)

а непрерывность тангенциальной составляющей электрического ноля, 
согласно второму из уравнений (9) и формуле (1), эквивалентна вы- 
зыполнению равенетва

-1 А 6Да<0) |г 0 = —— 0*(->0)Ь о. (Н16)
з1 дг 22

При этом принято во внимание, что — —4 с точностью до коэффи-
I

циента, не зависящего от свойств среды. Условия, аналогичные (10), 
должны выполняться и при г' ^>0. Используя эти граничные условия, 
получим следующие выражения для коэффициентов в (/) и (8):

Коэффициенты а и 3, где У = У՛"՛" ՝г՛, получаются из а и 3 
взаимной перестановкой индексов 1 и -■

Подставляя найденные значения коэффициентов в (7) и (8) и 
группируя члены с одинаковыми *4*) функциями, получим функцию 
•՝рина:
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перейти к угловым переменным, вВ этих выражениях удобно 
выражении (12) положим

А’,К\ 8111 0 со8 с, /г = Ау 81п 0 81п х, — Ау со8 II. (14)
После этого его можно привести к виду:

I де

/X?

О\(Г И = »(

* I

/А’ I 1 •’ * / М \ • КА 1К1г (11) 81 П

3(։н я|п ма

и у 81*п«), /.=Ау $1п<Г

//[/'(И—функция Ханкеля первого рода. Нод контуром 
контур, изображенный на фиг. 1.

В выражении (13) положим

А’ г •— к.. 81И II СО8 х.

п приведем его к виду:

(15

(16)

Г понимается

(18)А’у = А\, 81П «I 8111 х, /= А’2 СО8 О

/А-2/?

7. I И) 8И1 <Ц/|1։

(19)

//.. —- </А’._.81п •>,

? (0)8111 Об/О,

/ =Ао 81՛ П 0.

֊1.2 — '•«
I

Выражения (15) и (19) полностью определяют функцию Грина Д՛1' 
волнового уравнения для случая, когда плотность тока имеет тольк1'
компоненту, нормальную к границе раздела сред.
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Для получения вектор-потенциала достаточно подставить эту 
функцию Грина в формулу (1). Например, для заряда, движущегося 
По оси 2 со скоростью !/՛(/'), будем иметь:

А„,= — ( I/(/){»(—И Я.(/?) + » (-з')У,+ »(;')У..: (22)
О --X» 1 Iм ** ( V 

-- V

г<0, г'= г (I)
и аналогичное выражение при г > 0.

Что касается скалярного потенциала, то при необходимости его 
можно получить из условия Лоренца:

с — —-с11уЛ . (23)* ш . (I) 7
/0)3

Формулы (15) и (16) являются точными. Однако во многих слу
чаях полезны также их асимптотические оценки. Для получения пос- 
1еДних воспользуемся асимптотическим представлением функций Хан- 
сел я:

/ и — I

Т.н

Кроме этого, предположим, что выполняется условие 
б/« /?0 С08 во, б/ = тах</, (24)

«а
Р —проекция радиуса-вектора заряда г՛ на плоскость лу, /?0 = 

5 (р2 + г’)1/», р = Л?081п М0, г •--= ±/?0 соя Но (в зависимости от того, в 
՝ак°й среде определяется поле). После этого применим ко всем чле- 
;1М в выражениях (15) и (19) метод перевала.
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Интегралы тина J подробно исследованы в (я). В нервом прибли
жении вместо (15) получаем:

0. (25|

Здесь % — угол, составляемый направлением распространения волны с 
отрицательным направлением оси г. Вместо (19) получается выражение:

где —угол, составляемый волновым вектором с положительным 
направлением оси г. Если выражение (25) подставить в формулу (1). 
то мы получим формулу, совпадающую с (3), полученной в работе (’). 

Условие применимости этих выражений, вытекающее из исполь
зования асимптотики функций Ханкеля, метода перевала и условия 
(24) заключается в выполнении неравенства:

■/- Sill

ci 
sin ’)0

где 7- равно /ղտւոէԼ при z < 0 и /г2sin при
Автор выражает свою 

за постоянное внимание к
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