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Некоторые вопросы помехоустойчивости функций 
алгебры логики
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Вопросы передачи и переработки информации приобретают все 
большее значение для всех областей современной науки и техники. 
Понятие „информация* математически уточняется в работе К. Шен­
нона (1). Эта же работа явилась основой создания теории передачи 
информации при наличии помех. В работе Хемминга (2) показано, что 
передаваемую информацию можно кодировать так, чтобы помехи.
возникающие при передачи, почти не влияли на результат передачи. 
Теоретическая возможность этого была доказана и в работе (л).

Однако до выхода работы Неймана (л) не рассматривались воп­
росы переработки информации с точки зрения ее помехоустойчивости. 
В работах (3) и (’) доказано, что для любой переработки информа­
ции можно создать устройства, перерабатывающие информацию при 
наличии помех, сколь угодно надежно.

Так как переработку информации можно описать функциями 
алгебры логики, то в настоящей работе рассматриваю гея вопросы пе­
реработки информации функциями алгебры логики с точки зрения 
их помехоустойчивости. Далее будет показано, что с любой функ- ш *
Нией алгебры логики связана некоторая непрерывная функция, харак­
теризующая помехоустойчивость данной функции, что помехоустой- 
нивоегь всех функций алгебры логики (без избытка) имеет один и 
тот же порядок малости, что помехоустойчивость функции можно
Увеличить только введением избыточноеги.

В конце работы доказывается, что для любой функции алгебры 
логики можно строить другую функцию алгебры логики с избытком, 
нерераба гы на кипу ю информацию так же, как и данная функция, но 
(,|)чадающую помехоустойчивостью более высокого порядка.

Предположим, что задана некоторая функция алгеоры .101 ики / (лу.
л*2...... х„), л предположим, что схема которая имеет // входных ка­
налов и один выходной капал, реализует данную функцию/ (л1։ л2։.....
внутренняя структура и состав схемы X, нас не будут интересовать.



Числом ДО в даль пени (ем будет обозначаться вероятность

ошибки самой схемы 3/. Аналогично работе (3), обозначим верхние
грани вероятностей того, что входные линии передают /южные им­
пульсы, соответственно через г[п (0 <? 1). [3 дальнейшем,
иногда, вместо //֊разрядного двоичного набора (аь а.,.....а„) будем
употреблять число /, равное двоичному числу с теми же разрядами, 
т. е. I — а22 + • • • + ая2/։՜1, и вместо того, чтобы писать /(ар а.,,....
ал), просто напишем /(/). 11редположим, что вероятность появления

набора / па входе схемы 3/ равна р1 /?, О, 

/ 
обозначениях верхняя граница вероятности 
выходе схемы 3\ будет: 

р/ = 1 • И ри таких 
/ = 1 /

✓

/южного импульса на

п
/Л” V Д

ио всем (л и 
ЛЮ-ь /(^) О
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где ( есть сумма по модулю 2 х-тых разрядов наборов / и /, а
|если а = 1
11 — 7|л если а = 0.

Нели ввести более наглядное обозначение /Д/՜ - *—>/= 3), которое 
является вероятностью того, что значение функции равно а, но после 
искажения входных величин значение функции превращается в 3, то 
для <((г) получим такую формулу

ДД = з+ (1 ֊2£)[Р|7=1 -^/==0) 4֊ /Д/ =0-/= 1)|, (2)
или то же самое

/։ (г) = г 4- (1 — 2г) (0).
Доказательства формул (1) и (2) не приводятся ввиду их гро- 

мозкости.
Функция т, (г) показывает, насколько ненадежна схема 3/ при на­

личии помех на входах и в самой работе схемы 3\. В случае, когда 
схема работает абсолютно надежно, т. е. г = 0, функция (г) пока­
зывает, как сильно зависит значение данной функции / от ее аргу­
ментов. Иначе говоря, (0) характеризует помехоустойчивость дан­
ной функции алгебры логики при данном распределении значений ее 
аргументов, независимо от осуществляемой ее схемы.

Опр с де л е н не 1. т^(0) назовем функцией помехоустойчивости 
функции / (д-р До,..., д„) с заданным распределением /?0, рх..... р.)Г1 г

Из формулы (1) видно, что т|/(0) является суммой слагаемых 
вида
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причем при р. 0 и малых у.( ^<< —) главным членом этого выра- 

жения является Pm Т1Ш։ Yiw • • • Т|я, . Число 5 назовем порядком данного 
слагаемого, если pt =£ 0, в противном случае порядок данного слагае­
мого примем равным со.

О и р еде л е и и е 2. Минимальный порядок слагаемых в выраже­
нии (0) назовем порядком помехоустойчивости функции /(л՜,, 
л*2....  хп), с заданным распределением р0, рр..., р9„£ 1

Определение 3. //֊разрядный двоичный набор 3 назовем ак­
тивным набором по /֊ому аргументу для функции f (лр л'2,..., л*п), 
если при инвертировании /-той позиции в наборе 3 получается такой 
набор для которого / (7) f (8).

Обозначим все активные наборы по /-тому аргументу для функ­
ции /(л'р л'2,..., хп) через а,։,

Опре д е л е н и е 4. Активностью /-того аргумента функции 
/ (л'р л*2,..., л/։) с данным распределением вероятностей д,. /\..... р^п ]

назовем число ю,=р2 -г՜ Р? ..у'\ ՛ ‘ ՛ ’ /\. •/1 /3 1 А* у
В случае, когда р, = const, получим:

[/(3) Й7)| 0՝Де 7 отличается от 3 /-той позицией)*.

Ясно, что <•>, может равняться пулю либо тогда, когда /-тый 
аргумент функции не имеет активных наборов, т. е. /-тын аргумент 
фиктивен, либо если вероятности, соответствующие активным набо­
рам, равны нулю. Чем больше активность данного аргумента, гем 
больше его влияние на изменение значения функции. Отсюда ясно, 
что помехоустойчивость функции существенно должна зависеть 01 
активностей ее аргументов. Следующая теорема уточняет эту связь.

Теорема 1. Линейная часть функции т,/(0) имеет виа 
" Гу ՛■>.• . 

/ 1
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из формулы (1) видно, что линейные члены 

получаются из таких и ՝< которые отличаются дру։ 01 др\ 1 а только 
одним разрядом, т. е. только по активным по какому-либо ар|уменг\ 
наборам.

Если Л// есть у-тый активный набор по /-гом\ ар|умент\, го 
в сумму (1) входит слагаемое вида

* В этом частном случае понятие активности совпадает с понятием, введен- 
чым III. Е. Бозояном.
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Сумма членов соответствующих всем активным наборам по /.Т(). 
му аргументу равна:

•/% РЧ: ^з + ’-' + ^НН

Отсюда следует, что коэффициент при есть <•>/-. Ясно, что дру- 
। не слагаемые не могут содрежать линейно. Проводя те же рас­
суждения для всех аргументов, получим утверждение теоремы.

О и р е д е л е и и е 5. Функцию )'(х, с распределением
/Л,, р,..... р.)П ։ назовем функцией без избытка, если О (/ = 0, I,...,
2" ֊1).

Теорема 2. Если функция [ (л1։ л\,.......с„) без избытки и не
постоянна, то ее порядок помехоустойчивости равен единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция не постоянна, то для 
нес существует но крайней мере один аргумент, имеющий активные 
наборы, и так как функция без избытка, то существует хотя бы один 
аргумент, для которого <•»/=/= 0. Вследствие этого из теоремы 1 непо­
средственно следует теорема 2.

Следствие. Для того чтобы порядок помехоустойчивости 
функции / (л*1։ Ло..... л„) был отличным от единицы, необходимо и
достаточно, чтобы /?,• — 0 для всех / активных хотя бы по одному 
аргументу.

Если обозначить через у) расстояние между наборами / ну 
г). то можно доказать следующие теоремы.

Теорема 3. Если порядок помехоустойчивости функции 
/ (х}. л.,,..., л*„) больше г, то для любых { и /, Оля которых р,*(\ 
/>/ 0 и [(1) =£/(/) имеет место соотношение й (I, у) > 2г + 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если иорядок помехоустойчивости функции 
больше г, то все члены в формуле (П до г-того порядка включи­
тельно равны нулю. Отсюда следует, что для любого /, для которого 
Р1 О, и для всех а, для которых г/(/, а) г, имеет место равенство 
/(/)=,/(а). Тоже самое имеет место для у. Отсюда следует, что 
д (/. у) 2г - 1. чем и завершается доказательство теоремы.

Гео рема 4. Если функция задана только на наборах у. г/ля 
которых пФ 0, причем так, что удовлетворяются условия тео­
ремы 3, то можно эту функцию доопределить так, чтобы ее 
порядок помехоустойчивости был больше г.

Доказательство. Из формулы (1) видно, что функцию надо 
доопределить таким образом, чтобы ближайший нуль функции нахо­
дился от единицы (для которого =£ 0) нс ближе чем на расстоя­
ние г, и наоборот. Но это можно сделать, так как расстояние между 
заданными единицами и пулями функции, по условию теоремы, боль­
ше 2г.



■ I еорема .5. Для любой функции / (х1, д*2..... л„) с заданным
рт пределением рь, р1։..., Р2я_{ и любого целого числа &>0 можно
построить такую функцию ?(ур у2,..., ут) с порядком помехо- 
устойчивости не менее й так. чтобы при со ответетвующим об- • 
ри юм подстановке л*п л2,..., хп на место аргументов \՝}.\\....  у /?о-
^ючить 1р'(А'/։, Х/։,..., (л\, Ло,.... х,,).
I До к а з а т е л ь с т в о. 11редположим. что функция /(лг. х2,..., лл) 
задана таблично. Эту таблицу расширим повторением, некоторые из 
Вголбцов для аргументов до тех нор. пока нули и единицы данной 
Ьуикции будут находиться на расстоянии не менее чем 2/г -Ь 1. После 
Эгого будут выполняться условия теоремы 4. Но тогда мы из теоремы 
4 получим доказательство теоремы о.
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