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Свойства решений систем Коши Римана 
с нелинейными правыми частями

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 17/ХН 19Ь2)

Разнообразные задачи математики и .механики приводят к изу
чению свойств решений систем дифференциальных уравнений с част
ными производными первого порядка более общих, чем система Коши 
Римана.

Один из важных классов таких систем составтяют системы вида 
ди дт՝ . ч ди дт՝ . . . ...- -----— = /1 (х, у, и, V), • ֊ т----- = 12 (х, у. и. г՛). (1) 
дх д у ' Оу дх* *

или в векторном обозначении

где
дг

известные функции.
Однако, в то время как системы вида (2) с линейными правыми 

частями
— = Д к՛ + Ви՝ 12)

02
(где Д, В—известные функции от г) весьма хорошо изучены и в 
работах И. Н. Векуа, Л. Берса и др. развита весьма полная их теория, 
системы вида (1)с нелинейными правыми частями еще не изучены.

В настоящей работе для некоторых простейших случаев нели
нейных систем вида (1) устанавливается ряд свойств решений, ана
логичных свойствам решений систем вида (2), а также указываются 
примеры явлений, связанных с нелинейностью.

1 . Здесь мы рассмотрим системы вида

■ = А к՛՞ ֊Ւ Вн'к՝ Со»2,
дг

(3)
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где коэффициенты Д, В, С —функции переменной г, заданные в не
которой области 6 и принадлежащие к АР(С?) р^>2.

Будем говорить, что тс՛ (г) является обобщенным решением си
стемы (3) в окрестности точки г0, если в некоторой окрестноегп О՝0 
этой точки и» обладает обобщенными производными в смысле Со
болева ('), которые суммируемы со степенью р > 1 и удовлетворяют 
системе (3) почти везде в 67О. Если удовлетворяет системе (3) в 
окрестности каждой точки области 67, исключая, быть может, точек 
некоторого дискретного относительно С/ множества 67и,, то будем го
ворить, что к՛ является обобщенным решением системы (3) в об
ласти О. Множество 67 и., которое содержит лишь изолированные 
точки, вообще говоря, зависит от выбора «՛. Если (Ги,— пустое мно
жество, то обобщенное решение тс» будем называть регулярным ре
шением системы (3) в области 6. По так как из суммируемости обоб
щенных производных следует непрерывность функции в 67 (’), то 
регулярное в области 67 решение непрерывно в 67 и удовлетворяет 
системе (3) почти везде в (7.

Для решений систем (3), регулярных в 67, имеет место.
Теорема 1 (аналог теоремы Карлемана). Если для регуляр

ного решения те (г) системы. (3) существует точка г0 С, являю
щаяся предельной точкой для нулей те՛'г), то ад (г) === О в 67.

Эта теорема доказывается немного измененным методом Кар
лемана.

2 . Приведем теперь одно интегральное представление регуляр
ных решений системы (3) в 67.

Лемма 1. Пусть ад- регулярное в 67 решение системы (3) и 
пусть

ы

те ՛ ад

В гаком случае функция

(4)

является мероморфной в области 67. Из леммы 1 сразу следует
Теорема 2. Всякое регулярное в в решение системы (3) 

представимо в виде

(о)

гое у (г) — мероморфная в С функция, а ш (г) - функция вида (4) //, 
обратно, всякая функция вида (6), гОе <р (г) мера морфная в в, а 
<•>(2) имеет вид (5), является пегулярным решением системы (3).
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в частности, если В = С—0. то формула (5) принимает следующий
вид

w (z) -
'A (t) ch (6)

Обобщенное решение системы (3) в области 6 является регулярным 
решением в 67 — 67да, где (7ц, дискретное относительно И множество. 
Следовательно, обобщенное решение системы (3) в области 67 имеет 
вид (5), где функция ®(з) в точках Ои. имеет любые изолированные 
особенности.

Точка г0 расширенной плоскости г = х + 1у, в окрестности 
0<!г — 20|<г которой обобщенное решение системы (3) а? (г) непре
рывно, называется устранимой особой точкой, если Ншда(г) сущест- 

вести конечен, полюсом, если lim w(z) существует и равен беско- 

вечности, существенно особой точкой, если Игл хС'(г) не существует.

3°. Здесь мы приведем некоторые свойства решений систем (3).
Теорема 3 (аналог теоремы Сохоцкого). Если г0 — сущест

венно особая тонка обобщенного решения гс'(г) системы (3) в С, 
то для любого комплексного числа Л существует последователь
ность точек 2ь—>?о, такая, что Ишда(г)=Д.

2к
Теорема 4 (аналог теоремы Лиувилля). Если го

в открытой плоскости Е решение системы (3) и — 
го

на всей (открытой) плоскости, то к» (г) имеет вид

регулярное 

ограничено

__ 1
С- <п(г)

где С = const, <•» (z) — функция (4)
Функции вида (7) можно назвать обобщенными постоянными. В 

отличие от линейных систем, решения систем (3) могут равномерно 
стремиться к бесконечности при приближении к границе области. Эго 
показывает следующий пример. Рассмотрим систему

dw (8)о

Ясно, что да =~__  является регулярным решением системы (8) в
гг— 1

единичном круге, но тем не менее ъе (-) стремится равномерно к бес
конечности при 2. стремящемся к единичной окружности.

4 ’. Здесь рассматривается система вида
dw. 
dz

<70(z)/w, (9)
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где ^0(2) — заданная функция переменной ~ в некоторой области с 
принадлежащая к (О), р > 2. *

Регулярные и обобщенные решения системы (9) определяются 
так же, как и для системы (3), но для простоты мы здесь ограни
чимся рассмотрением лишь тех решений этой системы, которые в £ 
окрестности <70 точки ?0 - О представляют собой квадрат непрерыв- < 

/■— ‘рных в и0 однозначных функций. Под ]/ а” мы будем понимать именно 
такую функцию. Приведем теперь одно представление обобщенных ре
шений системы (9).

Л с м м а 2. 11усть а՛ — обобщенное решение системы (9) 
фнциентом А.Р(О) в области (/. В таком случае функция

? (?) = I а’ (?) — ш (?), 
где

с коэф-

(10)

(10)

ВО1М0Ж-является однозначной аналитической в области () всюду, за 
ним исключением множества особых точек ку:5:.

Теорема 5. Всякое обобщенное решение системы (9) в об
ласти имеет вид

ш(г) = р(г) 4-ш(г)]2, (11)
гое (?) аналитическая всюду в С, кроме, может быть, изолиро
ванных особенностей, функция, а (?) функция вида (10') в би. 
обратно, всякая функция вида (И), где ъ (?) — аналитическая (с 
изолированными особенностями) функция, а «>(?)—функция вида 
(10') в Сц является обобщенным решением системы (9).

4°. Следующий пример показывает, что теорема Карлемана для 
регулярных решений систем вида (9) неверна. В самом деле, рассмо
трим систему

Оге 
ог

(12)

Ясно, что функция к» (?) — (? — г)2 является регулярным решением си
стемы (12) в области П. содержащей некоторый отрезок оси Оу, но 
тем не менее нули № (г) заполняют этот отрезок.

Имеют место следующие теоремы.
Теорема 6. Если а0(г) голоморфная функция в (}, -ге՛ (?)

/Э1/ 7^’ является регулярным решением системы (9) и нули -֊— имеют и
02

(/ предельную точку, то ге (?) 0**.
Если ^(г) — регулярное решение, то (г)—голоморфная функция в обла- 

.с।и О.

В этом условии нельзя заменить на , так как; может обра-
дг дг дг

щаться в нуль па кривых.. Это видно из .примера решения х}2 системы (9)
при
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I Теорема 7. Если ^0(г) аналитическая функция двух дей- 
шбительных переменных х и у (х-|-/у = 2) в (}, ю(г) регуляр
ке решение системы (9) в этой области и да (?) = 0 на множе- 

имеющем внутреннюю точку, то да (?) = 0 в 67.
I Для произвольных непрерывных функций в области 67 теоремы 
б п 7 неверны. В самом деле, пусть <?0(г) = 0 в 67О, и ± 0 в 67 (70 и 
непрерывная в 67 функция. Из (11) ясно, что регулярное решение
I1'|г) системы -—= а0(г)| да в о равно нулю в 6|( и нс равно I дг . « ։
lv.uo в 67 О'0. I •
I Следуя М. Б. Балку ( ։). введем теперь понятие точек сгущения 
■прядка и для произвольного множества Е' точек.
I Пусть Е' произвольное множество точек, ; какая-либо точка 
Ине обязательно из Е'), I — луч аг£(г—;) = а, исходящий из Е. Мно
жество Е' назовем сгущающимся к точке '■ вдоль луча /, если в Л 
содержится такая последовательность точек что 11т = ; иI П ֊* вс
|1тагд(£я— ;) = а. Пусть теперь а произвольная прямая, проходя- 
Ь • х
|цая через точку Множество Е' назовем сгущающимся к точке ; 
юдоль прямой а, если оно сгущается к ; хотя бы вдоль одного из 
ручей, на которые разбивается прямая а точкой ;.
I Точку ; назовем точкой сгущения порядка п для множества Е'. 
■если Е՛ сгущается к точке ; не менее, чем вдоль п различных пря-

\1 ы х.
Теорема 8. Пусть а0(г) голоморфная функция в области 

0' и пусть да (г) регулярное решение системы (9) в той же об
ласти в. Если да (г) обращается в нуль на множестве Е՛ с 67. 
имеющем в (/ точку сгущения порядка 2. то да(г)=0 в 6.

5 . Если изолированные особенности решения системы (9) клас
сифицировать так же, как для решений систем (3), то оказывается, 
‘•то имеет место теорема, аналогичная теореме Сохоцкого.

Обобщается также несколько классических теорем.
Теорема 9 (принцип максимума). Если ’-Ьр. р 2 

и да (г) регулярное решение системы (9), непрерывное в (1, то

I да (г) |Л1 ֊ шах | да(6)՛]2. г^67֊т1, (13)
II^йе 1 граница области (Е 31 положительная постоянная, ко-

зависит исключительно от а0 и р.
; Гео рем а 10 (аналог теоремы Лиувилля). Ел ли а0 Ер,г(Е) и 
I регулярное во всей (открытой) плоскости решение тс (-֊) системы 
р9) ограничено*, то да(<) имеет вид

ля՝ с постоянная величина.
* В отличие от линейных систем регулярное решение может быть и одра։цается 

'' ։*\л|, в некоторой фиксированной точке ?0 плоскости.



Функции вида |с <•>(<?)|2 мы назовем обобщенными постоянны՝ 
(при а0(г) 0 правая часть (14), очевидно, равна постоянном). вВ(.
дем также понятие обобщенного полинома и обобщенной рациона.]},, 
ной функции. Функцию вида (11) мы будем называть обобщенно! 
рациональной функцией, если ) к» (г) имеет конечное число полюет 
на расширенной плоскости. В таком случае в формуле (И) функция 

(г) есть рациональная функция, полюсы которой совпадают с полк՛- 
сами соответствующей обобщенной рациональной функции. Если обоб
щенное решение системы (9) имеет единственный полюс г = х, то 
его будем называть обобщенным полиномом. В таком случае поря- 
док полюса будем называть степенью обобщенного полинома. Обоб
щенные полиномы нулевой степени будут обобщенными постоянными.

'Георему 10 можно обобщить следующим образом.
Т е о р е м а 11. Если ю (г) — регулярное решение системы (у) 

с коэффициентом я0(г) с Л,,( •_> (£) в Е и | те* = О( 1-г;") вблизи точ
ки ос. где и целое неотрицательное число, то к» (?) есть 
обобщенный полином //.

Настоящая работа выполнена под руководством В. В. Шаба):
которому автор приносит глубокую благодарность.
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