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МАТЕМАТИКА

н Д. Пецко

Проективные мероопределения и комплексные числа

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Л. Шагиняном 26/XI 1962)

Применению комплексных чисел трех видов обычных комплекс
ных чисел а л-hi (i2 = ֊ 1), двойных чисел а 4- Ье (е2 — 1), дуальных 

■ чисел а + Ьг (г2 -֊ 0)— ко всевозможным двумерным пространствам с 
Iпроективной метрикой посвящена работа И. М. Яглома С1). В на- 
■стоящей работе результаты работы (*) обобщаются на широкий класс 
■пространств с проективной метрикой произвольной размерности.

1. Всякая прямая линия /z-мерного эллиптического пространства 
I (2), стр. 151) пересекает его мнимый абсолют, совпадающий с 
I абсолютом комплексного пространства Sn (z) ((2), стр. 159), в двух 
I мнимосопряженных точках. Если мы будем различать ориентацию 

прямых пространства то получим, что многообразие ориентиров 
1|ва««ыл' прямых пространства S„ взаимно однозначно изображается 
^точками абсолюта комплексного пространства Sn(i). При этом 
ppy/z/za движений пространства Sn изображается подгруппой группы 
Хдвижений пространства переводящей в себя пространство
|5՝„. погруженное в S.; (z) в виде многообразия действительных 
к точек.

При п = 2 это изображение равносильно изображению много
образия прямых плоскости S2 на комплексной проективной прямой, 
|т. е. изображению самой плоскости S2 на расширенной плоскости комп
лексного переменного ((2), стр. 416—420 и 484—486).

2. В zz-мерном гиперболическом пространстве lSn ((2), стр. 151) 
все прямые, за исключением изотропных прямых (т. е. прямых, ка

рающихся абсолюта), делятся па два класса: эллиптические прямые — 
Iпрямые, не пересекающиеся с абсолютом, и гиперболические пря
мые — прямые, пересекающие абсолют в двух точках.

1 Всякая эллиптическая прямая пространства lSn пересекает его 
■ абсолют в двух мнимосопряженных точках. Но мнимые точки аб
солюта вместе с его действительными точками составляют абсолют 
■ пространства Sn(i). Поэтому многообразие ориентированных эллип- 
лпических прямых пространства fSn взаимно однозначно изобра-
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жается точками абсолюта комплексного пространства 8п(1)у^. 
личными от точек абсолюта пространства 18п, погруженного в про
странство (У) в виде многообразия действительных точек. При этом 
группа движений пространства 18п изображается подгруппой 
группы движений пространства 8п (У). переводящей в себя про
странство 18п.

При п -- 2 это изображение равносильно изображению много
образия прямых плоскости положительной кривизны на комплекс
ной проективной прямой, т. е. интерпретации Пуанкаре плоскости 
Лобачевского на плоскости комплексного переменного ((2), стр. 421 
423 и 484-487).

3. Всякая гиперболическая прямая пространства 18п пересекает 
его абсолют в двух действительных точках, которые можно изобра
зить одной точкой абсолюта гиперболического пространства 18п(е\ 
над двойными числами а-\֊Ьеу £2 = -|֊1. Поэтому многообразие ориен
тированны х гиперболических прямых пространства 18п взаимно 
однозначно изображается точками абсолюта двойного простран
ства ^(е), отличными от точек абсолюта пространства '8^, погру
женного в пространство '8п(е) в виде многообразия действительных 
точек. При этом группа движений пространства 18п изображается 
подгруппой группы движений пространства 18п(е), переводящей в 
себя пространство 18п.

При п=2 это изображение равносильно изображению много
образия прямых плоскости Лобачевского на двойной проективной пря
мой, т. е. изображению плоскости \$2 положительной кривизны на 
расширенной плоскости двойного переменного ((2), стр. 420 423 и 
484 487).

4. Так как п-мерное евклидово пространство /?я может быть по
лучено предельным переходом и из эллиптического пространства &
и из гиперболического пространства причем прямые пространства 
R,! получаются предельным переходом из прямых пространства 8п и 
гиперболических прямых пространства х8Пу а многообразия ориенти
рованных прямых пространства и ориентированных гиперболиче
ских прямых пространства как мы видели, взаимно однозначно 
изображаются точками абсолютов пространства 8п (У), которое можно 
рассматривать как пространство х8п(1) и пространство х8п(е)у то ори
ентированные прямые пространства /?« можно изобразить точками 
абсолюта гиперболического пространства (г) над дуальными чис
лами ЬЬгу г- 0. Тогда многообразие ориентированных прямы* 
евклидова пространства R,, взаимно однозначно изображается ве
рами точек абсолюта дуального пространства Лобачевского х8п(г\
переводящимися друг в друга преобразованием 'Г —; , '^=—4 
(?Л>0). При этом группа движений пространства R,, изображается 
подгруппой группы движений пространства х8п(±), переводящей 
в себя многообразие точек, удовлетворяющих условию - * ;՛ , 53
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При п 2 это изображение равносильно изображению много
образия прямых плоскости /?2 на дуальной проективной прямой, т. е. 
па плоскости дуального переменного, предложенному И. М. Ягло- 
мом (’).

5. В //-мерном квазиэллиптическом пространстве З'п (3) все пря
мые делятся на три класса: эллиптические прямые первого рода 
прямые, не пересекающиеся с абсолютной плоскостью, эти прямые 
пересекают абсолютный конус в двух точках, эллиптические прямые 
второго рода — прямые, неликом лежащие на абсолютной плоскости, 
эти прямые пересекают абсолютную квадрику в двух точках, и евкли
довы прямые прямые, пересекающие абсолютную плоскость в одной 
точке.

Так же, как в случае пространства показывается, что много
образие ориентированных эллиптических прямых первого рода 
пространства 8п взаимно однозначно изображается точками аб
солютного конуса комплексного пространства 8'п (/), отличными 
от точек вершинной плоскости абсолютного конуса. При этом груп
па движений пространства 31ц изображается подгруппой группы 
движений пространства 31п(1}, переводящей в себя пространство 
31п, по -ружейное в пространство 31п (/) в виде многообразия дейст
вительных точек.

При // = 2 эго изображение равносильно изображению много
образия прямых плоскости, соответствующей евклидовой плоскости, 
/?2 по принципу двойственности на комплексной проективной прямой, 
т. е. обычному представлению плоскости на плоскости комплек
сного переменного.

Вершинная плоскость абсолютного конуса пространства 5Л, I. е. 
абсолютная плоскость этого пространства, представляет собой! эллип
тическое пространство Зп I ь Поэтому многообразие ориентирован
ных эллиптических прямых второго рода пространства Зп взаим
но однозначно изображаете я точками абсолютной квадрики про
странства 31п (I), т. е. точками абсолюта пространства 5,, /-։(/)•

6. Квазиэллинтическое пространство 8п может быть полхчено пре
дельным переходом и из эллиптического пространства и из ишер- 
болического пространства ։Зп, причем эллиптические прямые про
странства Зп получаются предельным переходом из прямых простран
ства 8п и эллиптических прямых пространства 13п, а евклидовы пря
мые пространства 31п получаются предельным переходом из прямых 
пространства и гиперболических прямых пространства Так как 
многообразия ориентированных прямых пространства £„ и ориенти
рованных гиперболических прямых пространства взаимно одно
значно изображаются точками абсолютов пространств 8п (/), которые 
можно рассматривать как пространство 13п (/) и пространство (/), 
то ориентированные евклидовы прямые пространства можно изо-
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'Сразить точками абсолюта дуального гиперболического пространства 
Эго изображение уже не может быть взаимно однозначным.

так как точки абсолюта пространства /5,։ (г) зависят от 2 (п — 1) дей
ствительных параметров, а евклидовы прямые пространства зави
сят от 2 (п ֊\)--/ действительных параметров. Будем называть I ֊ 
цепями многообразия точек абсолюта пространства ^(г), координаты 
са которых имеют вид л'Л 4- еу", где х“— произвольные действитель
ные числа, у" постоянные действительные числа, а координаты;;;-֊ 
постоянные дуальные числа. Эти многообразия /-мерны, так как I 1 
чисел х“ связаны одним условием нормирования. Тогда многообра
зие ориентированных евклидовы х прямых кваш эллиптического 
пространства взаимно однозначно изображаются 1-цепями, на 
абсолюте дуального пространства При этом группа движе
ний пространства $1п изображается подгруппой группы движении 
пространства переводящей в себя многообразие точек, удов
летвори ющи:: условию
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