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О спектре некоторых несамосопряженных операторов 
||редставлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном 15/Х 1962 >

В

I В заметке приводится ряд теорем о спектре несамосопряженных 
|мущений самосопряженных дифференциальных операторов в ча- 
[ых производных с постоянными коэффициентами общего вида.

Пусть А —несамосопряженный (неограниченный) линейный опе-
ра ор в гильбертовом пространстве /7. Следуя Денфорду, будем го­
вить, что точка >. 0 является точкой непрерывного спектра опе-
рэтора Л, если Хо не является собственным значением этого опера- 
юра и многообразие (4 ֊- >0£)/9д, где ЛЛ область определения опе- 
ра|ора Д, всюду плотно и незамкнуто.

за ?
Следующее предложение является обобщением теоремы 1 из 

етки автора (1).
Г е о р е м а 1. Пусть R, — резольвента нерамосопряженного

л шейного оператора Д (неограниченного) в гильбертовом про- 
лЛЬанстве Н и 8— ограниченный линейный оператор {несамосо- 
пряженный ). Точка /֊0 непрерывного спектра оператора Д остается 

непрерывного спектра оператора Т=АА-$՜* если сущест­
вует такая последовательность >л0. для которой

sup||(A„ — >0) 00 (1)

lim sup == 7 <С । • (2)

Шул яркая точка /. = /0 оператора Д остается регулярной точ- 
оператора Т — Д S2, если || SR^S ,; < 1.
Замечание. Если Д — нормальный оператор (г. е. П\ плотно 

и .44* т= 4*Д), то, как известно, /?,.!!<֊֊՝ где df — расстоя- 
а-,.

J|H( от /. до спектра оператора Л. Поэтому в этом случае условие (1)
мож >
Te^L||()CH|

снять и потребовать, чтобы

к
приближающейся к f0,

И1ектРУ оператора точке /0,

(2) имело место для иоследока - 
в направлении, не касательном 
точнее, для последовательности

"՛ Ь1 KOTopoii
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Обозначим, далее, через 
пространство. Пусть К» —

Еп все п - мерное вещественное
многообразие всех финитных

евк идово
неограниченно

дифференцируемых комплексных 
делим на К՛, дифференциальный

функций, определенных на
оператор произвольного порядка и

с постоянными коэффициентами формулой

Опре

или, короче,

где

Здесь коэффициенты <т7։.. предполагаются вещественными постоян

п

ними. Очевидно, оператор А симметрический. Как показано в (]),
пространстве /.2(£Л индексы дефекта 
ленного формулой (4), равны (0,0). В

оператора А (ОА = Кп), опреде
дальнейшем под оператором

и С

оудем понимать замыкание оператора 
чать область его определения. Легко

(4) и через 
видеть, что

(2„ будем обозна 
спектр оператора

Д чисто непрерывен и совпадает с множеством значений полинома 
Р($), когда 5 пробегает все пространство Еп.

Доказательство приводимых в этой заметке теорем существен» 
опирается на следующие леммы.

Лемма 1. В Т2(Е„) оператор умножения на комплекса 
значную непрерывную функцию д (л՜), стремящуюся к нулю на б(( 
конечности, А вполне непрерывен, где самосопряженный оперь 
тор А определен формулой (6).

Л е м м а 2. Пусть комплекснозначная измеримая функцч՛ 
д(х) ограничена и д (л) ^Е2(Еп). Пусть, далее, R, —резольвент 
оператора А, определенного формулой (6). Тогда норма оператор
дР,д. состоящего в том, что функция и £2 (Еп) умножается н
д (х), к произведению ди при меняется оператор и получений
результат вновь умножается на д(х), допускает оценку
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обы сформулировать следующую лемму, предположим, что поли- 
м P(s) имеет вид

(X)

где Р(п)— произвольный полином от одной переменной г- = 5-- ■ 
Тогда спектр оператора

Ла = Р(—Д)и, //֊‘Л, (9)

)пределяемого таким же образом, как и более общего вида оператор 
[6), чисто непрерывен и состоит из тех и только тех для которых 
Ьри некотором г2 > 0 имеем Р(г2) —>. = 0. Пусть гр г* — все
отличные друг от друга неотрицательные нули полинома 2гР'(г2)՝=

L —Р(г?). Положим Xfe=P{r֊) и через \ будем обозначать совок՝ п- 
\ dr

этих /.*
А=[ХЛ: Lk^P[r-kY 2гКР' (гь) = 0). (10)

Лемма 3. Пусть Рх— резольвента оператора Л,. определен­
ию формулой (9), а комплекснозначная измеримая функция 1 
три некотором з^>0 удовлетворяет неравенству

q (х) | < Се lv|, Л 1=1 -Ч +----- С = const. (И)

Пусть, далее, /0 — точка спектра оператора А и л0 .^А, где мно­
жество А определено формулой (10). Тогда некоторая окре­
стность точки Zo в комплексной плоскости разбивается спек­
тром оператора .4 на две области Gx и G2 и оператор qRt.q, рас - 
сматриваемый в одной из них (например, в GJ, допускает анали­
тическое продолжение по к в другую область (Z^G2).

Замечание. Заметим, что точки множества А для оператора 
№\q могут оказаться точками ветвления. Пусть, например, полином 
Г)(0 от одной переменной t имеет вид Р(/) = Р, т. е. Аи = — и' на 
кей вещественной оси. Тогда, как легко видеть, оператор qR, q 
)меет вид

՝ / I л I X — f!
qR,.qu = - | q (х) - - q (0 « (О dt

J зл\ Ь

1 не допускает аналитического продолжения через точку X = 0. Ясно, 
1т0 при этом множество А состоит из этой единственной точки л = 0.

Ниже мы будем предполагать, что полином Р ($) с веществен- 
!,՝|.ми коэффициентами, определенный формулой (5>, удовлетворяет 
Тловию

lim inf |P(s) = эс. (12;
A?֊** U|>£

Мы будем интересоваться характером спектра возмущенного 
ПеРатора вида Ти Au quy где функция q (х) — комплекс-
°значная.. Следующая теорема носит общий характер и в некотором



смысле обобщает известный результат В. Б. Лидского (2) для возМу. 
щепного оператора Лапласа. ।

Теорема 2. Пусть оператор А определен формулой (6) 
удовлетворяет условию (Г2), а с] (х) — комплекснозначная непре. 
рывная функция, стремящаяся к нулю на бесконечности. Тогда 
весь спектр оператора Л содержится в спектре возмущенною 
оператора Ти = Аи-\֊ди, и Точки спектра оператора Т, 
лежащие вне спектра оператора Л, могут быть лишь собствен­
ными значениями конечной кратности, не имеющими предельных 
точек вне спектра оператора А.

Чтобы сформулировать следующие теоремы, необходимо нало­
жить дополнительные ограничения на оператор Л. Мы будем пред­
полагать, что оператор Л определен формулой (9), где полином Р(г\ 
имеет вещественные коэффициенты. Условие (12), очевидно, выпол­
няется.

Теорема 3. Пусть самосопряженный оператор А определен 
формулой (9), а множество А —формулой (10). Пусть, далее, 
комплекснозначная измеримая функция д (х) при некотором г>0 
удов. 1етворяет неравенству

<1 (а') С = соп$1. (13)

Тогда собственные значения оператора Ти = Аи 4- ди (включая 
и те, которые лежат на спектре оператора А) могут сгущаться 
лишь к точкам множества А и к бесконечности.

Доказательство опирается на следующие два предложения. 
Если через Ф,. обозначить оператор, существующий согласно лемме 
3 в некоторой окрестности точки X = Хо и совпадающий с оператором 
| д R, }/ д для тех X из этой окрестности, которые лежат в верхней 
полуплоскости, а для остальных X из этой окрестности совпадающий 
с аналитическим продолжением оператора Уд R,Уд , то оператор Ф 
вполне непрерывен в полной окрестности точки /. = Х(). С Др}՛ 
гой стороны, если Хо принадлежит спектру оператора Л и является 
собственным значением оператора Ти = Аи 4- диу то

1л.т.(Л+| д R д ) у = 0 (1т - = 0)

при некотором г», У -г»I. > 0.
Теорема 4. Пусть самосопряженный оператор Л опр№ 

лен формулой (9) и пусть степень многочлена Р(г2) больше Р113՛ 
мерности п неч.етномерности пространства Еп. Если ограниченна^ 
измеримая, комплекснозначная функция д (х) суммируема, то 
дискретный спектр оператора Ти = Аи 4- ди (включая собств^ 
ные значения, лежащие на спектре оператора А) ограничен, прЧ'\ 
чем вне некоторого круга комплексной плоскости с центром ՝ 
начале координат спектр оператора Т чисто непрерывен и еовп^' 
бает со спектром оператора А.
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Доказательство основано на лемме 
1ении к нулю интеграла

2 и равномерном по х стрем-

при стремлении |л| к бесконечности.
Заметим, что теорема 4 еще не дает возможности утверждать, 

что дискретный спектр оператора 7и = Ди՛. дди конечен, даже если 
V(Л>) удовлетворяет условию (13) теоремы 3. Это связано с тем, что 
точки множества Л могут оказаться предельными для собственных 
качений оператора Г. Даже в простейшем случае полигармонического

оператора, когда множество Л состоит из единственной точки >. = О,
не ясно, как можно обойти возникающие здесь трудности путем сколь­
ко-нибудь общих соображений. Тем не менее, в этом случае дискрет-
н ы и спектр оказывается конечным. Например, для бигармонического
оператора в трехмерном пространстве справедливо следующее утверж-
ение.

Теорема 5. Пусть измеримая и определенная на ноем трех­
черном евклидовом пространстве Е2 функция д(х} при некотором 

удовлетворяет условию

Тогда множество

д (х) С СОП51.

собственных значений (включая и положи шель­
ме) оператора Ти = 4- ди конечно. Остальная часть спектра
перапгора Т чисто непрерывна и состоит из всех точек положи­
тельной полуоси, не являющихся собственными значениями опс- 
атора Г.

При доказательстве используется аппарат Фредгольма в несколько
чдоизмененной форме. Именно, пусть измеримая функция Ф(х, 
граничена, а д (х) £ Л (Е), д (х) Л2(£). где Е — неограниченная

V) & 

об-
тасть евклидова пространства.

ОО г п

Тогда ряд

Кределя ющий
1ИТСЯ на всей

знамен а тел ь
- плоскости и

Ф р е д г о л ь м а для я д р а Ф (х, у) д (у), с х о - 
если £>(ло)#=О, то уравнение

К = Ф<д
чеет лишь тривиальное решение в пространстве^, (£).

Оститу г математики и механики
Академии наук Армянской ССР

133



I. Մ- ՄԱՐՏՒՐՈՍՅԱՆ

Ս'|» քսւքփ 11% |»ք։քՕա1ւսւ»քա|։»սծ օս|եթսւտւ։րՈեւփ սպեկտրի ւքսսփն
Աշխատանքի հիմնական տրղյունքներր րերվո> մ են հետևյալն, 
թեորեմ 1: Դիցուկ /? ե քփլբերւոյաՕ ւոարածությա6 մեջ ոչ

ւյւակ <|ծայ|ւհ ւս1ւււ։ււ1։։ք։ււ1ւսււ|ւ։ս1| /1 <> ս| ե[ւ ։»ւ ւո ո յւ|» ււ եւ| ո [ «| ե!ւ ւո ա 1ւ I. 1ւ Տ-ք1 II ւո
|ւ1կւնւսնամա

յիե օ ՚4|եբւաոո|ւ Լ (ոչ |ւՕքնսւնաւքւ։ւլուծ) .1
/., կեւոր ւՈ՚ւու մ I, 7՜ — /1 + «Տ* օււ|ե|ւսււոո|ւ|ւ

օււ|1.[ւււււոոլւի <ս(։ր եղ նաւո սււ|եկւոթ|ւն ււ|աականող 
ւսհ|ւնւ|քւաւււ ււ11|եկա[»ի կեւո, եթե ղոյո। թյուՕ ոմ|

<ււյ1ւււ||սւի ) ո 1ւսւջո[ւղսւկանռւթյուն, ո|ւ|ւ քւասւսթ

տււբ||('.„ — Հ) ^Հ,11< 00֊
հու տււբ ; Տ/Հ, = ւյ < 1.

>1 օւ»|Խ|» .ււա ո|փ 1 Լէ 11 ե 1| Ո I | | 111 |1 1|1յ1Ո|1 |ք1ւՈԼ|ք Լ / Օ 11|ե|1111 1ՈՈ[||1 II ե(|ՈԼ| ]Ա1[1 1|Լա» ե|»Լ

||.Տ7?,Տ}< 1.

Այն ո ւ. *» Հ ւււ /» Ն շ տՆ ւււկենք ի ՀՈւք !] Տափանի քւ ր ա կ ւււնւ Լ ւ/կ//^7 յա*ե ա ւււ ր ա /11 յւււնք 
I K,ՀԸ 1նքՀՈէ>ք ս ա հ ւք 111*11 էք ած 11քւլււ;» ֆքՀհքւա ւլքւ *ի ե ր ե՚հ ւյ /• ա ք կոմս/քե^ս ֆոև\ւ\

քւ ի րա զւք ււ է թ յո ւ *1ւն Սահէք անենք» /\ ֊ում Հաստատուն •/ո րծ ա կ ի ւ/ն ե ր ո ւք կա մա յակս

/2/ րք ի ֆ I, ր են հհ ի ա ! ո սյ ե ր ա ա ո ր հետևյալ րանաձևուք

ւո Լ 7

՛է" րծ*”կ!*քյները իլւակտն հ ա ո ւււ տ ւո ո /7/7/ ե ո ե^ւ։
1 ’ ’ Ո

Հեղինակի աշխատության մեջ ;յո1 յ;յ կ տրված, որ 
Հիեկւոի ինղերսր հավասար կ (Օ, Օ) /, այղ իսկ սյատճաոով 
նտնր (1) բանաձևով որոշված ռ ,ղ I. ր ա ո ր ի ին րն ա հ ա մ ա քո լծ

հ և ւո ա րլոսւվ Ո ղ

րն ւլ ւ ա յ*հ ու մ ր

ս1
ա ւո կ

I ~ ) /Հ Ա Զո, 1:

ե ՝_1Ո ֊ով կնշանակենք նրա որոշման աիրոլյթր, Մենք նա/, կենթաղրենք, որ (2) ր>»ն>^ 
որոշվող /\Տ) րաղմանղամր րավտրարո, մ կ

հրո ւո( ! Բ (տ) । = 
քՀ > «֊ 15 1 /?

^լայմ անեն։

'Լերջասլես, եթե ր աղ մանղ ա մր ու նի

^\-ով )^~երի համա խումրր, ո
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թԼ ո ր !< >f ,1’Ւց։։լկ 1 օպերատորր սահմանված I, (3 ր ան աdli n i| li թսււ|արսւրում
I (4, պայմանին, b”1։ <7 W-p 
(՛եր pGi|ni Ппц: II.յ.I րյեպթում A 
Ilf-V/I, օպերատորի սպեկտրի

in li ր li i| li in in ֆունկցիա Լ ցրոյի uqinnq li l| <i if 11| լ ե p ti tujidbp- 
oiq երւսւոորի uitfpnqo սպեկւորր թliqqpկi|ուif Լ Til — All {-(JU, 

մեջ: 7 օպերատորի սպեկտրի կեւոերր, որոեր Այն ii| in in կ in- 
tiiiiif Л օպերատորի и i»| li կ in ր ին > կարւպ են li iulii||iuiii Inn । միայն i| ե poiu i| n p ti| ա տիկ ու թյուն
ունեցող սեփական uipdbpGbp, npnlip xnilihli ասեմանային կետեր ,4 օպ Lpiuin ո p]i UB|I>I|-

wpb‘,| qn‘Pu:
/. J 3: *l՝|ignil| .1 о ii| Լ p in in n p p u inli if ան ijind

ЛшЦинГр ունի (•>) 
ֆու1!1ր.||սօն որն I.

inLupp, ւ|իւ|ուկ այնու I'Linli կոմպլերս 
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